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Voorbericht 


Die Mathematik ist von den frühes- 
ten Zeiten her, wohin die Geschichte der 
menschlichen Vernunft reicht, in dem bewun- 
dernswürdigen Volke der Griechen den sichern 
Weg einer Wissenschaft gegangen. 

Kant, Kritik der reinen Vernunft, Vor- 
rede zur zweiten Auflage. 

Voor de schoolwiskunde is de meetkunde, zoals die door 
E u k 1 i d e s is opgebouwd, de wetenschap van de aanschou- 
wingsruimte. De wetmatigheid van die ruimte wordt samen¬ 
gevat in een klein aantal evidente uitspraken, de axioma's, 
en de als meetkundige stellingen uitgesproken beweringen aan¬ 
gaande die wetmatigheid ontlenen haar stringentie aan haar 
deduceerbaarheid uit de axioma's. Deze opvatting is gemeen¬ 
goed van vrijwel een ieder, die zich na zijn middelbare school¬ 
jaren niet of nagenoeg niet meer in zuiver wiskundige pro¬ 
blemen heeft verdiept en was ook in de wetenschap vóór 1800 
overheersend. In het begin van de 19e eeuw heeft men evenwel 
de mogelijkheid van een meetkundig systeem ontdekt, dat op 
een met één van de Euklidische axioma's in strijd zijnde be¬ 
wering steunt. Dit systeem vertoont nochtans dezelfde logische 
onaantastbaarheid als de aloude Euklidische meetkunde, hoe¬ 
wel vele van de in dit systeem uitgesproken beweringen 
moeilijk in overeenstemming zijn te brengen met onze directe 
ruimtelijke aanschouwing. 

De ontdekking van deze z.g. niet-Euklidische meetkunde 
kon geen interne wiskundige aangelegenheid blij ven, want het 
werd duidelijk, dat de voordien gangbare wijsgerige denk¬ 
beelden aangaande de grondslagen van de wiskunde volledig 
moesten worden herzien. Daarmee ving voor de geschiedenis 
van het menselijk kennen een nieuw tijdperk aan; naast de 
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afzonderlijke wetenschappen ontwikkelde zich een nieuw 
probleemgebied, de methodologie der wetenschappen, die 
vooral in de wiskunde opmerkelijke resultaten heeft opgele¬ 
verd, resultaten, die niet hebben nagelaten ook in andere 
wetenschappen een uitermate stimulerende invloed uit te 
oefenen. 

Het spreekt daarom haast wel vanzelf, dat voor een ieder, 
die een dieper inzicht wil verwerven in zake de vormgevende 
krachten van onze moderne cultuur, enige kennis van de 
nieuwe meetkundige denkbeelden van belang is. Nu zijn 
echter voor den mathematisch ongeschoolde de mogelijkheden 
om in de wonderlijke wereld van de niet-Euklidische meet¬ 
kunde door te dringen wel zeer beperkt. Nagenoeg alle leer¬ 
boeken over dit onderdeel der meetkunde richten zich tot 
lezers met een meer of minder uitgebreide wiskundige voor¬ 
kennis. 

Ik heb gemeend een nuttig w^erk te verrichten met het 
schrijven van een boek, dat in geest en opzet aansluit bij de 
schoolboeken en dat voor dié lezers geschikt is, die slechts 
over de op de H.B.S. of het Gymnasium verkregen kennis 
van de wiskunde beschikken. Ter bereiking van dit doel heb 
ik mij uiteraard aanzienlijke beperkingen moeten opleggen, 
zowel wat betreft de omvang van de stof, als de strengheid 
van behandeling. Alleen de niet-Euklidische meetkunde, welke 
door Gauss, Bolyai en Lobatschewskij is ont¬ 
wikkeld, wordt in dit boek behandeld. Van continuïteitsbe- 
schouwingen heb ik geregeld daar gebruik gemaakt, waar ze 
ter vereenvoudiging van de bewijzen konden dienen. Aan de 
constructies heb ik geen aandacht besteed. Eensdeels zouden 
ze mij te ver voeren, anderdeels is de principiële betekenis van 
de constructies in de niet-Euklidische meetkunde gering. 
Axiomatische finesses, die bij een strenge wetenschappelijke 
behandeling niet gemist zouden kunnen worden, heb ik ter 
zijde gelaten. Daaruit mag echter niet geconcludeerd worden, 
dat ik bij de bewijsvoering geen nauwgezetheid betracht zou 
hebben. Het tegendeel is waar, maar ik heb niet versmaad 
ook intuïtieve inzichten in het fundament op te nemen. Vooral 
leraren in de wiskunde zal het interesseren, dat het in de 
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schoolmeetkunde zo veel gebruikte bewegingsbegrip ook in de 
niet-Euklidische meetkunde tot waardevolle resultaten leidt; 
de onafhankelijkheid van de parallelentheorie van het be¬ 
wegingsbegrip behoort tot de meest fundamentele inzichten, 
die men op deze wijze verkrijgt., Een ten dele op de intuïtie 
gebaseerde behandeling van de meetkunde, welke zich niet 
op de directe ruimtelijke aanschouwing kan beroepen, zal zeer 
in het bizonder de belangstelling hebben van hen, die zich 
speciaal met de psychologische zijde van het wiskundeonder¬ 
wijs bezig houden. 

Thans iets over de indeling van de stof. In een inleidend 
hoofdstuk heb ik eerst een overzicht gegeven van de delen der 
elementaire meetkunde, welke voor de verdere beschouwingen 
van fundamenteel belang zijn, en voorts de probleemstelling 
geïntroduceerd, welke uiteindelijk tot de niet-Euklidische 
meetkunde heeft gevoerd. In de plaats van de Euklidische 
parallelentheorie treden de onderzoekingen van Legendre 
over de som der hoeken van een driehoek. Bij de onderstelling 
van de oneindige lengte van een rechte kunnen zich hierbij 
twee mogelijkheden voordoen, waarvan de ene tot de Eukli¬ 
dische en de andere tot de niët-Euklidische meetkunde leidt. 
In het tweede geval is namelijk de som der hoeken van een 
driehoek kleiner dan een gestrekte hoek en deze bewering 
wordt in de plaats gesteld van het parabelen axioma. In het 
tweede hoofdstuk wordt uitvoerig nagegaan, welke gevolgen 
daaruit voor de planimetrie voortvloeien. Het derde hoofdstuk 
vormt een inleiding tot de stereometrie. Zeer interessant 
is hierbij de afwijkende behandeling van vele ook in de school¬ 
meetkunde optredende stellingen, waartoe men door het ont¬ 
breken van de Euklidische parallelentheorie genoopt wordt. 
Het belangrijkste deel van dit hoofdstuk is de bespreking van 
dat merkwaardige oppervlak, de horisfeer, waarop weer de 
Euklidische meetkunde blijkt te gelden. Het deductieve ka¬ 
rakter van de meetkunde komt hierbij bizonder duidelijk 
naar voren. Bovendien wijzen de daarmee samenhangende 
beschouwingen de weg naar de oplossing van een belangrijk 
methodologisch probleem, de onbewijsbaarheid van het Eukli¬ 
dische parallelenpostulaat. of zo men wil, de consistentie 
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van de niet-Euklidische meetkunde, wanneer men die van 
de Euklidische meetkunde aanvaardt. De oplossing wordt 
gegeven met behulp van het beroemde, door Poincaré 
voor geheel andere doeleinden geconstrueerde model, dat door 
stereometrische beschouwingen op bizonder elegante wijze 
is te verkrijgen. 

Tevens verschaft de meetkunde op de horisfeer het hulp¬ 
middel voor de opbouw van de niet-Euklidische trigonometrie. 
Oorspronkelijk heeft Lobatschewskij deze ontwik¬ 
keld door slechts van de gewone goniometrische functies ge¬ 
bruik te maken, hetgeen door invoering van de z.g. parallel- 
hoek mogelijk gemaakt wordt. Het aldus te verkrijgen for- 
muleapparaat is echter weinig doorzichtig en niet gemakkelijk 
te hanteren. Veel fraaier worden de formules, wanneer men 
het gebruik van hyperbolische functies toestaat. Deze behoren 
echter niet tot de onderwerpen der middelbare school en ik 
heb daarom aan het vijfde hoofdstuk een hoofdstuk vooraf 
laten gaan, waarin de theorie der hyperbolische functies van 
de grond af aan wordt ontwikkeld. De wiskundeleraren zullen 
wel belangstelling hebben voor de aanschouwelijke wijze, 
waarop het aan de theorie ten grondslag liggende logarithmen- 
begrip ingevoerd wordt; op deze wijze kunnen vele nadelen 
van de op school gebruikelijke methode vermeden worden. De 
niet-Euklidische trigonometrie kan een antwoord geven op 
bepaalde vragen, die ten aanzien van de practische toepas¬ 
baarheid van de meetkunde rijzen, terwijl tevens aan het 
licht komt, dat de Euklidische meetkunde als grensgeval van 
de niet-Eukhdische meetkunde beschouwd mag worden. 

Met historische mededelingen ben ik spaarzaam geweest, 
hoewel de geschiedenis van de niet-Euklidische meetkunde 
tot een goed begrip veel kan bijdragen. Ik kan daarvoor echter 
naar de voortreffelijke werken van Dr Dijksterhuis en 
Dr B e t h verwijzen, die in de literatuurlijst achter in het 
boek opgenomen zijn. In die lijst heb ik ook nog een aantal 
andere boeken op het gebied van de niet-Euklidische meet¬ 
kunde genoemd, waarin de stof S5mthetisch wordt behandeld 
en waarvan er sommige voor een meer uitgebreide stiidie 
geschikt zijn. 
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Nog een enkel woord over de betekenis van de niet-Eukli- 
dische meetkunde. Het zou een dwaling zijn te menen, dat de 
Euklidische meetkunde er door zou zijn opgeheven. De door 
de Grieken ingeslagen weg was juist; alleen men heeft ge¬ 
durende lange tijd niet geweten waarom. De niet-Euklidische 
meetkunde heeft daarover klaarheid gebracht en vooral daar¬ 
door het besef kunnen verschaffen van de onvergankelijke 
waarde van het indrukwekkende cultuurgoed, dat ons door de 
Grieken in de gedaante van de Euklidische meetkunde is ge¬ 
schonken. 

In deze tweede druk is de tekst op verscheidene plaatsen 
aangevuld en verbeterd, terwijl ook enkele nieuwe tekeningen 
zijn toegevoegd. Daar het werk de geest ademt van L o- 
batschewskij is een afbeelding van dezen „Copemicus 
van de Meetkunde” opgenomen. 

Het vrij gecompliceerde bewijs van de stelling over de 
mogelijkheid van de bisectie van een driehoek heb ik door 
een sierlijker en korter kunnen vervangen, dat ik dank aan 
een vriendelijke mededeling van Prof. G. Verriest te 
Leuven. 

Nieuw toegevoegd is een paragraaf over de beroemde 
parallelenconstructie van Engel. Daarmee is tevens een 
gemakkelijke toegang verkregen tot de trigonometrie van de 
vierhoek van Damhert, waardoor het mogelijk is ge¬ 
worden de berekeningen over booglengten en oppervlakten 
aan te vullen. 

Moge de nieuwe druk een even geestdriftige ontvangst 
ten deel vallen als de eerste. 

Groningen, Voorjaar 1948. 


N.B. De stellingen, de formules en de figuren zijn onafhankelijk van 
elkaar decimaal genummerd. Het getal voor de komma correspon¬ 
deert met het para^aafnummer, het getal achter de komma geeft 
het rangnummer in die paragraaf aan. 
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Eerste Hoofdstuk 


Het parallelenprobleem 

§ 1. Inleiding. — Tot de meest fundamentele meetkundige 
waarheden, waarmede een ieder in aanraking komt, die zich 
op de een of andere wijze met de meetkunde gaat bezig hou¬ 
den, behoort de befaamde stelling, welke uitdrukt, dat de 
som der hoeken van een driehoek gelijk is aan een gestrekte 
hoek. De juistheid van deze stelling kan op verschillende 
wijzen ingezien worden. Een zeer primitieve methode is de 
experimentele. Daarbij worden van een uit carton of iets der¬ 
gelijks vervaardigde driehoek bij de hoekpunten stukken af ge¬ 
sneden en naast elkaar gelegd en wel zodanig, dat de hoek¬ 
punten samenvallen, (fig. 1, 1 ). 

Inderdaad blijken de vrij blij¬ 
vende benen langs een rechte lijn 
te vallen; men kan dit met een 
zuiver afgewerkt lineaal of een 
gespannen draad controleren. 

Deze methode heeft verschil¬ 
lende in het oog springende bezwaren. In de eerste plaats is 
de nauwkeurigheid gering; kleine afwijkingen van een ge¬ 
strekte hoek kunnen niet geconstateerd worden, er is een 
grens gesteld aan het waarnemingsvermogen. Verder kan de 
methode niet meer toegepast worden voor een driehoek met 
zeer grote zijden, zeggen wij met een lengte van enige dui¬ 
zenden kilometers. 

Toch hebben wij de overtuiging, dat ook voor een dergelijke 
driehoek de stelling juist is, hoewel we over geen middelen 
beschikken om met elke gewenste graad van nauwkeurigheid 
de bewering te toetsen. Ten slotte — en daarmee stuiten we 
op het hoofdbezwaar — heeft de bewering geen betrekking 
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op materiële driehoeken, maar op gedachte driehoeken, op 
wiskundige entiteiten, die nimmer adaequaat door tastbare 
dingen vervangen kunnen worden. En juist dan hebben we 
de overtuiging dat de stelling volkomen juist is, terwijl nu 
stellig de materiële middelen ontoereikend zijn om de be~ 
wering waar te maken. De vraag rijst dus, op welke gronden 
die overtuiging rust. 

Een ieder, die de meetkunde heeft beoefend, kent het ant¬ 
woord: men kan de stelling bewijzen, dat wil zeggen, men kan 
door een logisch betoog de juistheid van de stelling aantonen. 
Bij dit betoog behoeft men omtrent de lengten der zijden 
geen onderstelling te maken, zodat ook voor zeer grote 
driehoeken de zekerheid bestaat, dat de som der hoeken gelijk 
is aan een gestrekte hoek. Het bewijs stelt ons dus in staat 
om over de grenzen van de directe ervaring heen te reiken; 
het verschaft ons een middel om kennis te vermeerderen, en 
met dat middel kan onder bepaalde omstandigheden meer 
bereikt worden dan met de empirische waarneming. 

Het is dus de moeite waard om deze tweede methode, welke 
in de wiskunde de alleen gangbare is, aan een nader onderzoek 
te onderwerpen. De gang van zaken is daarbij de volgende. 
Door middel van een logische redenering, het bewijs, tracht 
men den lezer of den toehoorder van de juistheid van een 
uitgesproken stelling te overtuigen. Daarbij wordt een beroep 
gedaan op andere stellingen, die reeds bekend zijn, en waarvan 
de juistheid erkend wordt. Deze stellingen vereisen voor die 
erkenning ook weer een bewijs, waarbij op weer andere stel¬ 
lingen een beroep wordt gedaan, en zo verder. Het is duidelijk, 
dat op deze wijze niet onbeperkt doorgegaan kan worden; 
niet alle stellingen zijn bewijsbaar. Men is gedwongen de 
juistheid van een aantal stellingen te aanvaarden, terwijl het 
toch niet mogelijk is daarvoor een logische grondslag aan te 
wijzen. Zulke stellingen noemt men grondstellingen of axioma's, 

In een stelling wordt een bewering uitgesproken over één 
of meer begrippen. Om precies te weten wat onder een in de 
stelling genoemd begrip verstaan moet worden behoort men 
daarvan een duidelijke en nauwkeurige definitie te geven, dus 
een omschrijving, waarmede het bewuste begrip bij den lezer 
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pf dOT toehoorder aangediend wordt. Bij zulk een omschrijving 
wordt weer gebruik gemaakt van andere begrippen, die reeds 
eerder gedefinieerd zijn. Ook hiermee kan men niet on¬ 
beperkt doorgaan; er zijn een aantal begrippen, welke niet 
nader gedefinieerd worden, maar waarvan men onderstelt,, 
dat een ieder ze kent. Dit zijn de grondbegrippen. 

In de meetkunde zijn er verscheidene van dergelijke grond¬ 
begrippen. Daartoe behoren bijvoorbeeld de begrippen ,,punB', 
,,rechte lijn'', ,,plat vlak". In de elementaire meetkundeboe- 
ken wordt niet meegedeeld, wat precies met die begrippen 
is bedoeld; men neemt er genoegen mee bepaalde aan¬ 
schouwelijke voorstellingen op te roepen, die met de bewuste 
begrippen verwant zijn, en verwacht dan dat die voorstellin¬ 
gen toereikend zijn om de gedachten te bepalen. Zo wordt, 
om een voorbeeld te geven, een rechte lijn vergeleken met een 
gespannen draad; de rechte lijn heeft echter geen dikte en is 
naar twee zijden onbegrensd. In de natuur is evenwel een 
dergelijk object niet aanwezig, zodat men nimmer de zeker¬ 
heid heeft, dat iedereen bij het woord ,,rechte" aan eenzelfde 
ding denkt. 

Het spreekt vanzelf dat men over onvoldoend omschre¬ 
ven begrippen — en dat zijn de grondbegrippen inderdaad — 
geen nauwkeurige en ondubbelzinnige uitspraken kan doen,, 
zodat op het eerste gezicht de meetkunde op wel zeer 
wankele grondslagen rust. Men kan echter dit bezwaar op 
even eenvoudige als doeltreffende wijze ondervangen. Aan 
de grondbegrippen worden namelijk bepaalde eigenschappen 
toegekend, welke in de axioma's uitdrukkelijk worden vast¬ 
gelegd; natuurlijk laat men zich bij de keuze van die eigen¬ 
schappen bij voorkeur door de aanschouwing leiden. Men 
onderzoekt nu in de meetkunde niet de grondbegrippen zelf,, 
maar men gaat na welke logische gevolgtrekkingen uit de 
axioma's gemaakt kunnen worden. Alleen de in de axioma's 
neergelegde eigenschappen mag men bij de bewijsvoering ge¬ 
bruiken en alleen dié stellingen bezitten meetkundige geldig¬ 
heid, welke uit de axioma's gededuceerd kunnen worden; de 
meetkunde is een deductieve wetenschap. 

De axioma's zelf worden niet gededuceerd, zij vormen de 
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punten van uitgang voor de deductie. Het heeft dus geen zin 
om te vragen naar de geldigheid van de axioma's, want geldig¬ 
heid wordt in de wiskunde alleen toegekend aan hetgeen uit 
de axioma's logisch voortvloeit. 

De zaak wordt geheel anders, wanneer men de meetkunde 
wil toepassen, bijvoorbeeld op natuurkundige problemen. Dan 
kunnen onder bepaalde omstandigheden de axioma's tot uit¬ 
spraken worden betrekking hebtende op bepaalde natuur¬ 
verschijnselen, lichtstralen bijvoorbeeld, en dan bestaat er 
wel degelijk de mogelijkheid om de juistheid van de in de 
axioma's voorkomende beweringen te onderzoeken. Maar 
hiermee is dan geen wiskundig probleem gesteld, doch een 
natuurkundig en de natuurkundige geldigheid is principieel 
anders geaard dan de wiskundige. 

Een belangrijke opgave voor den meetkundige is het aan¬ 
wijzen van een aantal uitspraken, welke als axioma's dienst 
kunnen doen, waaruit hij dus de bekende stellingen van de 
meetkunde kan deduceren. Daarbij bestaat een grote mate 
van vrijheid, maar toch dienen een aantal zeer gewichtige 
regels in acht te worden genomen. 

Allereerst mogen de axioma's niet strijdig zijn, d.w.z. het 
mag niet mogelijk zijn om met behulp van de axioma's een 
stelling te bewijzen en ook de ontkenning van die stelling. 
Verder wenst men, dat de axioma's van elkaar onafhankelijk 
zijn; daarmee wordt te kennen gegeven dat geen der axioma's 
als stelling uit de overige afleidbaar is. Voorts stelt men de 
eis van volledigheid, d.w.z. elke bekende stelling moet uit¬ 
gaande van de axioma's bewezen kunnen worden. 

Aan deze logische eisen verbindt men veelal nog de eis van 
evidentie] men wil gaarne het gevoel hebben, dat de in de 
axioma's neergelegde uitspraken beantwoorden aan bepaalde 
aanschouwelijke voorstellingen, dat ze tot op zekere hoogte 
aanschouwelijk controleerbaar zijn. Voor de meetkunde als 
theoretische wetenschap, dus losgemaakt van de practische 
toepasbaarheid, is deze laatste eis niet essentieel, maar hij 
dient veeleer om bepaalde psychologische behoeften te be¬ 
vredigen. Bovendien is de eis van evidentie van grote didac¬ 
tische waarde. 


§ 2. DE „elementen’’ van euklides 
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We merkten reeds op, dat het in de meetkunde geen zin 
heeft om te vragen naar de geldigheid van de axioma’s. Toch 
zegt men vaak dat het een of andere axioma „geldt”. Men 
bedoelt dan, dat het axioma bij de afleiding van de stellingen 
gebruikt wordt, anders gezegd, dat het in het meetkundige 
systeem functioneert. In deze zin is er natuurlijk geen enkel 
bezwaar om ook aan de axioma’s geldigheid toe te kennen, 
maar daaronder verstaat men iets anders dan bewijsbaar¬ 
heid uit andere beweringen. 

§ 2. De „Elementen^’ van Euklides. — De oorsprong 
van de meetkunde ligt in het duister. Het is echter waar¬ 
schijnlijk, dat m_en in de aanvang langs empirische weg tot de 
kennis van bepaalde meetkundige waarheden is gekomen, 
welke van groot nut bleken te zijn voor allerlei technische 
werkzaamheden, zoals het afbakenen van land, het bouwen 
van huizen en dergelijke. Bij de Grieken drong het besef 
door, dat vele van die waarheden onafhankelijk zijn van de 
empirie, dat* ze veeleer door logische redeneringen uit andere 
konden worden afgeleid. 

Daarmee was het probleem gesteld de bekende meetkundige 
waarheden uit een zo gering mogelijk aantal, bij voorkeur zo 
eenvoudig mogelijke, waarheden af te leiden. Men vermoedt, 
dat^^deze pogingen reeds vroeg zijn ondernomen. De eerste 
wiskundige, waarvan met zekerheid bekend is, dat hij de 
meetkunde als een deductief systeem heeft opgebouwd, was 
Euklides. Deze beroemde mathematicus leefde omstreeks 
300 V. Chr. te Alexandrië, de stad die na de dood van A 1 e x- 
ander de Grote een nieuw brandpunt is geworden van 
de Helleense cultuur. Van de persoon en het leven van E u- 
k 1 i d e s zijn behalve enkele anecdoten geen bizonderheden 
bekend. Zijn naam is echter onsterfelijk geworden door zijn 
hoofdwerk, de „Elementen”, na de Bijbel wellicht het meest 
bestudeerde boek uit de Oudheid. 

In dit werk wordt een belangrijk deel van de toenmaals 
bekende wiskunde behandeld op een wijze, die gedurende 
tientallen van eeuwen ten voorbeeld is gesteld aan elke theo¬ 
retische wetenschap en ook thans worden de ,,Elementen” 

Niet-Eiiklidische Meetkunde, 2 
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nog steeds gerekend tot de meest imposante scheppingen 
van de menselijke geest. 

De ,,Elementen'' zijn samengevat in 13 Boeken, waarin 
achtereenvolgens de planimetrie, de rekenkunde en de ste¬ 
reometrie zijn behandeld. Het mag verwondering wekken, 
dat ook de rekenkunde een plaats heeft gevonden in een 
toch bij uitstek meetkundig werk, maar men houde in het 
oog, dat bij de Grieken de rekenkunde een overwegend meet¬ 
kundig karakter bezat. Men treft nog sporen van deze meet¬ 
kundige opvatting aan in benamingen als ,,kwadraat" van 
een getal en dergelijke. 

Voorlopig richten we onze aandacht alleen op Boek I; hierin 
treft men de behandeling aan van de vlakke meetkunde in 
een omvang, die ongeveer overeenkomt met die van de leer¬ 
stof in de eerste klasse van onze middelbare scholen, evenwel 
met de toevoeging van de theorie der oppervlakten en als 
bekroning de stelling van Pythagoras. 

Boek I, vangt aan met een lijst van 23 definities, waar¬ 
van er sommige ten doel hebben bij den lezer een min of 
meer duidelijke voorstelling te wekken van de grondbegrippen, 
terwijl de overige nominale definities zijn, die in hun formu¬ 
lering slechts van reeds gedefinieerde begrippen gebruik 
maken. Daarna volgen 5 postulaten — wij zouden thans zeggen 
axioma's — waarin van den lezer iets geëist wordt. De postu¬ 
laten luiden in een vertaling, die de oorspronkelijke tekst zeer 
nauwkeurig volgt, aldus: 

I. Laat geëist worden van elk punt naar elk een rechte lijn te 
trekken. 

II. En een beëindigde rechte samenhangend in rechte lijn te ver¬ 
lengen. 

III. En dat met elk middelpunt en elke afstand een cirkel be¬ 
schreven wordt. 

IV. En dat alle rechte hoeken aan elkaar gelijk zijn. 

V. En dat, wanneer een rechte, die twee rechten treft, de binnen¬ 
hoeken aan dezelfde kant kleiner dan twee rechte hoeken 
maakt, de twee rechten, tot in het oneindige verlengd, elkaar 
ontmoeten aan de kant, waar de hoeken zijn, die kleiner zijn 
dan twee rechte. 


§2. DE ,,elementen'' van euklides 7 

op de postulaten volgen een aantal z.g. algemene inzichten, 
waarmede het begrip ,,grootheid" gekarakteriseerd wordt. 
We gaan daarop in § 12 nader in. 

De eerste drie postulaten zijn formuleringen van eenvoudige 
constructies, waarvan de uitvoerbaarheid geëist wordt, onver¬ 
schillig op welke wijze men deze stoffelijk met instrumenten 
als passer en lineaal zou willen nabootsen. In deze postulaten 
komt dus een idealiseringsproces tot uiting. 

Het 4e postulaat bezit een geheel ander karakter. Over de 
motieven, welke Euklides tot de opneming van dit 
postulaat geleid hebben, tast men in het duister. Onder de 
vele verklaringen, welke men er voor heeft gegeven, is wel 
de meest aantrekkelijke de bewering, dat Euklides heeft 
willen wijzen op het absolute karakter van de hoekmeting. 
Men kan immers de rechte hoek als eenheid van hoekmaat 
nemen en deze eenheid is logisch definieerbaar. 

Men is geneigd als vanzelfsprekend aan te nemen, dat de 
lengtemeting dit absolute karakter mist, dat er geen absolute 
eenheid van lengte bestaat. In hoeverre dit vermoeden reden 
van bestaan heeft zullen we thans nog niet nagaan; we stuiten 
hierbij op een interessant en belangrijk probleem, dat we nog 
meermalen zullen tegenkomen. 

Op het door de postulaten verkregen fundament gaat 
Euklides het gebouw van de meetkunde optrekken. Het 
is opvallend, dat hij in het begin het gebruik van het 5e postu¬ 
laat vermijdt; de eerste 28 stellingen van Boek I worden 
onafhankelijk van dit postulaat aangetoond. 

Deze eigenaardigheid in de opzet van de ,,Elementen" 
werd reeds door de Griekse commentatoren opgemerkt en 
deed hen vermoeden, dat het 5e postulaat overbodig zou zijn; 
mede door de gecompliceerde meetkundige inhoud vergeleken 
bij de voorafgaande postulaten, achtten zij het zeer waar¬ 
schijnlijk, dat het 5e postulaat als bewijsbaar theorema bij de 
overige stellingen geplaatst zou kunnen worden. 

Eeuwenlang heeft men het 5e postulaat beschouwd als een 
zwakke plek in het Euklidische systeem en legio zijn de po¬ 
gingen om het postulaat te bewijzen. Zonder succes overigens, 
want in alle ernstig te nemen bewijzen is, al of niet duidelijk 
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uitgesproken, een nieuwe onderstelling gemaakt, die met het 
5e postulaat gelijkwaardig is. Pas in de aanvang van de 19e 
eeuw heeft men geleerd in te zien, dat het postulaat onbewijs¬ 
baar is en tot de belangrijkste concepties in het werk van 
Euklides gerekend moet worden. 

Niettemin zijn er leemten in de opbouw van de ,,Elemen¬ 
ten”. Zeer vaak zijn de redeneringen gebaseerd op in¬ 
tuïtieve inzichten, welke niet uitdrukkelijk als axioma's ge¬ 
formuleerd zijn. Dit komt duidelijk aan het licht bij de be¬ 
wijzen van sommige congruentiestellingen, waarbij Eukli¬ 
des een beroep doet op het bewegingsbegrip. 

Deze en andere leemten zijn door de moderne axiomatica 
aangevuld. Toch zullen we ons in dit boek op het naïeve 
standpunt plaatsen en er niet voor terugdeinzen meermalen 
een beroep te doen op de intuïtie. Zo zullen we bijvoorbeeld 
bij het af passen van hoeken en lijnsegmenten, evenals dit in 
de schoolwiskunde geschiedt, van het bewegingsbegrip ge¬ 
bruik maken, zonder dat we het nodig vinden de conclusies 
op een duidelijk geformuleerd axiomastelsel te laten steunen. 
Een dergelijke opvatting is in wezen inconsequent en uit een 
wetenschappelijk oogpunt laakbaar, maar kan didactisch vol¬ 
komen verantwoord zijn. En het zijn didactische overwegin¬ 
gen, die ons tot de keuze van dit standpunt geleid hebben. 

§ 3. Planimetrische stellingen onafhankelijk van het 5e pos¬ 
tulaat. — In de schoolwiskunde wordt het 5e postulaat, zij 
het in de regel in een gewijzigde vorm, vrijwel van begin af 
aan als bewijsgrond gebruikt, waardoor het voor een niet ter 
zake kundige niet gemakkelijk is na te gaan, welke stellingen 
zonder dit postulaat bewijsbaar zijn. We willen daarom 
eerst een overzicht geven van een aantal belangrijke stellin¬ 
gen, die ten grondslag gelegd kunnen worden aan onze ver¬ 
dere beschouwingen. Het zou natuurlijk voldoende zijn om 
de eerste 28 stellingen van Boek I over te schrijven, 
maar we geven er de voorkeur aan alleen de belangrijkste 
te vermelden. Bij de bewijzen zullen we, voor zover we ze 
geven, Euklides niet steeds op de voet volgen en om 
voor de hand liggende redenen worden de stellingen in een 
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meer moderne gedaante geformuleerd. De bedoeling van het 
volgende overzicht is dus niet het geven van een systematische 
behandeling van de planimetrie; het dient ter oriëntering en 
het geeft vaste grond onder de voeten bij de opbouw van de 
theorie in de volgende hoofdstukken. 

Aangezien in de schoolboeken geen eenstemmigheid bestaat in de 
terminologie betreffende de begrippen ,,liju'' en ,,lijnsegment'', willen 
we ter vermijding van misverstand nog even de belangrijkste begrip¬ 
pen, die direct uit het begrip ,,rechte’' kunnen worden afgeleid, ver¬ 
melden. 

Een rechte denken we ons onbegrensd. De rechte door de punten 
A en B duiden we als de rechte AB aan. Het deel.van de rechto AB 
tussen de punten A en B heet het lijnsegment AB', A en B heten daar¬ 
van de eindpunten, terwijl de rechte AB de drager van het segment 
AB heet. Uit het verband blijkt in de regel genoegzaani duidelijk 
of met A B een segment dan wel de drager van dat segment is bedoeld. 
Onder een halve rechte verstaan we het deel van een rechte, dat aan 
één kant van een van zijn punten ligt; dit punt is het eindpunt van 
de halve rechte. Is A het eindpunt en B een punt van de halve rechte, 
dan spreken we van de halve rechte AB. Liggen B en C aan weers¬ 
kanten van A op één rechte, dan heten de halve rechten AB en 
AC eikaars verlengden. Onder het verlengde van het segment AB 
verstaan we het verlengde van de halve rechte BA. 

We beginnen met de vermelding van een bekende con- 
gruentiestelling voor driehoeken. 

3, 1. Twee driehoeken zijn congruent^ als zij gelijk hebben twee 
zijden en de ingesloten hoek (Euklides I, 4). 

Deze stelling, de 4e stelling van Boek I, kan op de volgende 
wijze bewezen worden. Laat q c' 

van de driehoeken ABC en 
A'B'C'y (fig. 3,1), bijvoor¬ 
beeld gegeven zijn: /_ A 
= Z.^', AB= A'B\ AC 
= A'C'. Dan kan men zon¬ 
der moeite zien, dat l\ABC Fig. 3,1. 

zodanig op /sA'B'C' ge¬ 
legd kan worden, dat de hoekpunten samenvallen. 

Bij deze redenering steunen we dus op het bewegingsbegrip. 
Is de situatie als in fig. 3,1, dan moet de ene driehoek zelfs uit 
het vlak, waarin hij ligt, genomen worden om op de andere 
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geplaatst te kunnen worden. We maken dus gebruik van de 
mogelijkheid om het vlak in zich zelf om te leggen, d.w.z. het 
vlak kan men om een in het vlak gelegen rechte een halve 
slag omdraaien en weer met zichzelf tot dekking brengen. 

Uit deze stelling volgt direct de stelling van de gelijkbenige 
driehoek: 

3, 2. Zijn twee zijden van een driehoek gelijk, dan zijn de hoeken, 
tegenover die zijden gelegen ook gelijk (Euklides I, 5). 
Immers, is van A ABC bekend: AC = BC^), dan volgt uit 
de in no. 3,1 genoemde stelling dadelijk: A ABC ^ A BAC, 
Euklides maakt eveneens gebruik van I, 4, maar zijn 
bewijs is vrij gecompliceerd. 

Een omgekeerde van deze stelling luidt: 

3, 3. Zijn twee hoeken van een driehoek gelijk, dan zijn ook de 
overstaande zijden gelijk (Euklides I, 6). 

We geven het bewijs naar Euklides uit het onge¬ 
rijmde. Laat in A ABC gegeven zijn: 
/_ A ■= /_B. Is AC 9 ^^ BC, dan is één 
van deze zijden de grootste, stel AC, 
(fig. 3,2). Op AC kunnen we van A uit 
het lijnsegment BC afpassen en vinden 
dan tussen ^ en C het punt D, waar¬ 
voor AD = BC. We hebben dan : 
AD = BC, AB = BA, /_ BAD 
= Aen op grond van I, 4: /\ BAD 
Fig. 3,2. ^ ^ ABC. Daaruit volgt: A ABD 

= A BAC — A ABC, terwijl toch ook A ABD < A ABC. 
Daarmee is een tegenspraak gevonden en de stelling bewezen. 

3, 4. Twee driehoeken zijn congruent, als zij de drie zijden gelijk 
hebben (Euklides I, 8). 

Het bewijs kan op de bekende manier gegeven worden met 
gebruikmaking van Euklides I, 4 en I, 5. 

3, 5. Een {uitspringende) hoek bezit een en slechts één bisectrix 
(Euklides I, 9). 

1) We merken op dat in relaties dAsAB = BC, AB> PQ slechts seg¬ 
menten kunnen voorkomen en niet onbepaald lang gedachte rechten. 
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Laat Z. A de gegeven hoek zijn; neem op de benen de 
punten 5 en C aan op gelijke afstanden van A, (fig. 3,3). BC 
kan, beschouwd worden als zijde van 
een gelijkzijdige driehoek BCD; 
daarbij is D een der snijpunten van 
de cirkels met middelpunten B en C, 
terwijl van beide de straal gelijk is 
aan BC. Uit Euklides 1,8 volgt: 

A ABD m A ACD en dus A DAB 
= Z DAC. 

Zou binnen Z A nog een tweede 
halve rechte AD' mogelijk zijn, die 
de hoek halveert, dan kunnen we zonder bezwaar alleen het 
geval / CAD' > / CAD beschouwen. Dan is natuurlijk 
Z BAD' = Z CAD'> Z_CAD= /. BAD en dus Z BAC 
= Z BAD' + Z CAD' > Z BAD + Z CAD = Z BAC, 
hetgeen absurd is. 

3 6 Een lijnsegment heeft een en slechts één midden (Euklides 
' I, 10). 

Zij AB het gegeven lijnsegment. We kunnen dit weer op¬ 
vatten als een zijde van de gelijkzijdige 
■ driehoek ABC, (fig. 3,4). Laat M het snij¬ 
punt zijn van AB met de bisectrix van 
Z ACB. Dan is A AMC ^ A BMC op 
grond van I, 4, en dus AM = BM. Ana¬ 
loog met het in het vorige nummer ge- 
B geven éénduidigheidsbewijs van de bisec¬ 
trix kan bewezen worden, dat AB slechts 
Fig. 3,4. één midden heeft. 

3, 7. Door een punt op een gegeven rechte gaat een en slechts een 
loodlijn op die rechte (Euklides I, 11). 

Laat P het gegeven punt zijn op de gegeven rechte en laat 
verder Z en 5 punten op die rechte zijn aan weerskanten 
van P en op gelijke afstanden vanP, (fig. 3,5). AB kan men 
weer beschouwen als een zijde van een gelijkzijdige drie- 
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hoek ABC. Daar op grond van I, 8 de driehoeken APC en 

BPC congruent zijn, geldt APC 
= Z. BPC, zodat PC een loodlijn is op 
de gegeven rechte. Het kost weinig 
moeite om in te zien dat er door P 
slechts één loodlijn op de gegeven 
rechte mogelijk is. 



3, 8. Door een punt buiten een gegeven 
rechte gaat een en slechts één lood¬ 
lijn op die rechte (Euklides I, 12). 


Zij wederom P het gegeven punt en laat r de gegeven rechte 
zijn, (fig. 3,6). We nemen op r een punt A en kunnen voor het 
existentiebewijs natuurlijk aannemen, dat AP niet loodrecht 
is op r, daar anders niet meer bewezen behoeft te worden, 
dat door P ten minste een loodlijn op 
r gaat. We kunnen nu van A een 
halve rechte AQ laten uitgaan, welke 
met een der door Z op r bepaalde 

halve rechten dezelfde hoek maakt als - 'b -- 

de halve rechte AP. Als we dan P ‘ 

en Q op gelijke afstanden van A ge- 

legen denken, en het snijpunt van Q 

PQ met r door B aanduiden, dan is 

blijkbaar A ABP m ABQ 

grond van I, 4 en dus PQ een loodlijn op r. 

Laten we nu eens aannemen, dat PA en PB, met A en B 
op r, beide loodrecht op r zijn. We kunnen op het verlengde 
van het segment PB het punt Q zo bepalen, dat PB = QB. 
Volgens I, 4 is dan weer A ABP m A ABQ en dus ook 
Z. Q gelijk aan een rechte hoek, zodat P, A en Q op één 
rechte liggen. Twee niet samenvallende rechten kunnen ech¬ 
ter ten hoogste één punt gemeen hebben en de aanname 
van twee verschillende loodlijnen door P op r leidt bij¬ 
gevolg tot een tegenspraak. 

Men noemt het voetpunt van de loodlijn van een punt P 
op de rechte r de projectie van P op r. 
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3, 9. Overstaande hoeken zijn gelijk (Euklides I, 15). 

Deze stelling wordt op de bekende wijze bewezen. Men kan 
namelijk uit het feit dat twee overstaande hoeken een gemeen¬ 
schappelijke nevenhoek hebben, tot de gelijkheid van die 
hoeken besluiten. 

Thans volgt bij Euklides een zeer belangrijke stelling, 
de z.g. stelling van de buitenhoek. 

3, 10. Een buitenhoek van een driehoek is groter dan elke niet 
aanliggende binnenhoek (Euklides I, 16). 

In de schoolwiskunde wordt deze stelling niet uitdrukkelijk 
geformuleerd, maar men beschouwt haar als een triviale ge¬ 
volgtrekking uit de stelling, dat de som van de hoeken van 
een driehoek gelijk is aan een gestrekte hoek en dus een 
buitenhoek gelijk aan de som der niet aanliggende binnen¬ 
hoeken. Nu is deze stelling juist het doel van onze beschou¬ 
wingen, zodat we er thans nog geen gebruik van maken. 

We geven het bewijs van Euklides met het oog op 
een belangrijk resultaat, dat in § 5 met deze methode is te 
verkrijgen. 

Laat ABC de gegeven driehoek zijn en D een punt op het 
verlengde van de zijde AB, (fig. 3,7). Zij M het midden van 
zijde BCy (I 10); we kunnen 
het segment AM met zichzelf 
verlengen en verkrijgen dan 
het punt E. Daar BME 
= /_ CMA, (I, 15), is op grond 
van I, 4: A BME ^ A CMA 
en dus A EBM = A ACM 
= A C. Omdat de halve rechte 
BE binnen A CBD is gelegen 
hebben we: A EBC > A EBC en dus A DBC > A C. Op 
soortgelijke wijze blijkt, dat ook A BBC > Z. 

Bij dit bewijs is evenals bij sommige van de voorafgaande 
bewijzen zonder nadere fundering aangenomen, dat een rechte 
het platte vlak in twee delen verdeelt en dat het niet kan 
voorkomen, dat E, wanneer AE zeer groot is, toch weer dicht 
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bij A komt te liggen, waardoor het zoeven gegeven betoog 
geen bewijskracht zou bezitten. > 

Uit de stelling van de buitenhoek volgt onmiddellijk: 

3, 11. De som van twee hoeken van een driehoek is kleiner dan 
een gestrekte hoek (Euklides I, 17). 

Op grond van deze stelling bezit iedere driehoek ten minste 
twee scherpe hoeken. Daarop berust de bekende indeling van 
driehoeken in scherphoekige, rechthoekige en stomphoekige. 

3, 12. Zijn twee zijden van een driehoek ongelijk, dan is de hoek 
tegenover de grootste van die zijden groter dan de hoek 
tegenover de Meinste van die zijden (Euklides I, 18). 

Het bewijs verloopt op de bekende wijze. Men beroept zich 
daarbij op I, 5 en I, 16. 

Uit het ongerijmde volgt dan: 

3, 13. Zijn twee hoeken van een driehoek ongelijk, dan is de zijde 
tegenover de grootste van die hoeken groter dan de zijde 
tegenover de kleinste van die hoeken (Euklides I, 19). 

Daaruit volgt dan op de bekende manier: 

3, 14. De som van twee zijden van een driehoek is groter dan de 
derde zijde (Euklides 1,20). 

Met behulp van deze stelling kan de bekende incongruentie- 
stelling bewezen worden, welke aldus luidt: 

3, 15. Hebben twee driehoeken twee zijden gelijk en is de inge¬ 
sloten hoek in de ene driehoek groter dan de ingesloten 
hoek in de andere, dan is de derde zijde in de eerste drie¬ 
hoek groter dan de derde zijde in de tweede (Euklides I, 24). 
terwijl weer uit het ongerijmde kan worden aangetoond: 

3, 16. Hebben twee driehoeken twee zijden gelijk en is de derde 
' zijde in de ene driehoek groter dan de derde zijde in de 

andere, dan is de hoek tegenover die derde zijde in de 

eerste driehoek groter dan de overeenkomstige hoek in de 
tweede driehoek (Euklides 1,25). 

We besluiten deze paragraaf met een congruentiestelling 

voor driehoeken. 
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3, 17. Twee driehoeken zijn congruent, als zij gelijk hebben een 

zijde en de beide aanliggende hoeken] en ook, als zij gelijk 
hebben een zijde, een aanliggende en een overstaande hoek 
(Euklides 1,26). 

We zullen alleen het tweede deel van de stelling bewijzen. 
We behoeven van de driehoe¬ 
ken ABC en A'B'C\ waar¬ 
voor AB = A'B', Z^A = Z^A' 
en /_C ~ Z_C' , alleen maar 
aan te tonen, dat ook AC 
= A'C. Zouden AC en A'C 
ongelijk zijn, dan is een ervan 
de kleinste, laat dit A'C' zijn. 

We zouden dan op de halve rechte AC het punt C" zo 
kunnen nemen, dat AC" ~ A'C', (fig. 3,8). Dan zou A 
ABC" ^ A A'B'C' zijn, (I, 4), en dus A AC"B =• A 
C' = /_C, terwijl volgens I, 16 voor A BCC" zou moeten 
gelden: /_ AC"B > /_C. En daarmee zouden we een tegen¬ 
spraak hebben. 

§ 4. De Euklidische parallelentheorie. — We gaan thans 
over tot de bespreking van een der meest essentiële delen 
van het werk van Euklides, de parallelentheorie. 

De laatste definitie, welke in Boek I aan de axioma's voor¬ 
afgaat, definitie 23, luidt aldus: Parallel zijn rechten, die in 
hetzelfde platte vlak gelegen en naar weerszijden tot in het on¬ 
eindige verlengd, naar geen van beide zijden elkaar ontmoeten. 

Het bestaan van parabelen is gewaarborgd op grond van 
de volgende stelling: 

4, 1. Twee rechten zijn parallel, als bij snijding door eenderde 

twee verwisselende bmnenhoeken gelijk zijn (Euklides 
I, 27). 

Laat a en b de gegeven rechten zijn, die door een derde 
rechte c in de punten A en B gesneden worden, (fig. 4,1). 
We denken ons op a een punt P aangenomen en op b een 
punt Q, waarbij P en Q aan weerskanten van c liggen. Laat 
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gegeven zijn /_ PAB = /_ QBA. Zouden a en b een punt 
C gemeen hebben, dan zou dit óf wel met P, óf wel met Q 
aan dezelfde kant van c liggen. Zou C met Q aan dezelfde 

kant van c liggen, dan zou /_ PAB 
een buitenhoek van A ABC zijn 
en dus op grond van I, 16: A PA B 
> A QBA, in strijd met het gege¬ 
ven. Eveneens vinden we een 
tegenspraak als C en P aan de¬ 
zelfde kant van c zouden liggen 
en daar de genoemde gevallen de 
enig mogelijkè zijn, kan het niet 
anders dan onjuist zijn, dat a en b elkaar snijden. 

We zien, dat het bestaansbewijs voor parallelen met behulp 
van I, 16 geleverd kan worden. 

Zonder moeite bewijst men: 

4, 2. Twee rechten zijn parallel, als bij snijding door een derde 
rechte twee overeenkomstige hoeken gelijk zijn, of twee binnen¬ 
hoeken aan dezelfde kant van de snijlijn samen gelijk zijn 
aan een gestrekte hoek (Euklides I, 28). 

We komen nu tot de omgekeerden van de beide genoemde 
stellingen. Voor het bewijs daarvan wordt voor het eerst het 
5e postulaat gebruikt. 

4, 3. Worden twee parallele rechten door een derde gesneden, dan 
zijn twee verwisselende binnenhoeken gelijk en zijn twee 
overeenkomstige hoeken gelijk, terwijl twee binnenhoeken aan 
dezelfde kant van de snijlijn samen gelijk zijn aan een ge¬ 
strekte hoek (Euklides I, 29). 

Laat weer a en 6 de gegeven 
rechten zijn, welke door een 
rechte c in de punten A en B 
gesneden worden, (fig. 4,2). Op 
a denken we ons punten P en R 
aangenomen aan weerskanten 
van c en op & een punt Q, dat 
met R aan dezelfde kant van c 
ligt. Zou A PAB > A QBA 



Fig. 4,2. 
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zijn, dan zouden RAB en /_ QBA samen kleiner zijn dan 
een gestrekte hoek en volgens het 5e postulaat zouden dan 
a en b een snijpunt hebben, in strijd met het gegeven. Evenzo 
voert de onderstelling PAB < Z. QBA tot een onge¬ 
rijmdheid. De overige in de stelling genoemde beweringen 
volgen nu onmiddellijk. 

De transitiviteit van het parallelisme wordt uitgedrukt door 
de stelling: 

4, 4. Zijn twee rechten beide parallel met een derde rechte, dan 
zijn ze ook onderling parallel (Euklides I, 30). 

Laat de rechten a en b beide parallel zijn met de rechte c. 
Stel, dat a enb een snijpunt A b 
hebben. We nemen verder een 
punt B op c aan en op <2 en 6 
punten P en aan dezelfde kant * 
van de rechte AB, (fig. 4,3). Uit 
I, 29 volgt: /_P^B—/_QAB, ^ 
want beide hoeken zijn gelijk 
aan een der hoeken bij B, Dus 
a enb moeten samenvallen, hetgeen in strijd is met het gegeven. 

De stelling kan ook aldus geformuleerd worden: Door een 
punt buiten een rechte gaat niet meer dan één rechte, welke parallel 
is met de eerstgenoemde rechte. Een andere vaak gebruikte for¬ 
mulering is: Wordt een van twee parallele rechten door een derde 
rechte gesneden, dan wordt ook de andere rechte door de derde 
rechte gesneden. 

We hebben nu het stadium bereikt, waarin het mogelijk 
is de stelling te bewijzen, waarmee we de beschouwingen van 
dit hoofdstuk ingeleid hebben. 

4, 5. Een buitenhoek van een driehoek is gelijk aan de som 

, der niet aanliggende binnenhoeken en de som der hoeken 
van een driehoek is gelijk aan een gestrekte hoek (Euklides 
I, 32). 

Zij ABC een driehoek en laat D een punt zijn op het ver¬ 
lengde van de zijde ^P, (fig. 4,4). We denken ons binnen ZDPC 
de halve rechte BE getrokken zodanig, dat /_ DBE gelijk 
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is aan A) dit is mogelijk, want op grond van I, 16 is 
/_ DBC '> Z. A. Uit I, 28 vólgt, dat BE parallel is met AC 
^ en uit I, 29, dat ^ EBC = Z. C. 

A Dus /I DBC = Z_ /I + Z. C en 

X \ Z A E B Z^C is gelijk aan een 

/ \ gestrekte hoek. 

yZ \ e/ Hieruit blijkt, dat de stelling 

X \ / steunt op het 5e postulaat. 

y _ y De parallelentheorie levert verder 

^ ^ ^ de grondslag voor de leer van de 

Fig. 4,4. parallelogrammen en trapezia, voor 

de theorie der evenredigheden, voor de theorie der opper¬ 
vlakten, kortom voor al die onderwerpen, welke bij de behan¬ 
deling van de meetkunde op de middelbare school ter sprake 
komen. Daaruit blijkt wel de eminente betekenis van het 
5e postulaat voor de opbouw van de meetkunde. 

Daarom is het zo onaangenaam, dat het 5e postulaat veel 
minder direct evident is dan de er aan voorafgaande postu¬ 
laten. Het heeft veel meer het karakter van een theorema. 


hetgeen vooral in het oog springt, wanneer we aan stelling 
I, 17 herinneren: het 5e postulaat is niets anders dan een om¬ 
gekeerde van die stelling. Hierdoor wordt het begrijpelijk, dat 
vele wiskundigen de overtuiging van de bewijsbaarheid van 
het 5e postulaat bezaten en de opneming er van door E u k 1 i- 
d e s als overbodig beschouwden. 

Deze overtuiging werd ook gedeeld door den beroemden 
Fransen wiskundige A. M. Legen dre (1752—1833), die 
op tal van manieren heeft getracht een bewijs voor het 5e 
postulaat te vinden. Hoewel hem dit niet gelukte — we weten 
thans dat het niet tón gelukken — is zijn werk van vérstrek¬ 
kende betekenis geweest. Door zijn autoriteit werd het paral- 
lelenprobleem weer midden in de. belangstelling van de grote 
wiskundigen geplaatst en daarmee bleek de beslissende stoot 
gegeven te zijn, welke tot de oplossing van het probleem 
leidde. 


We zullen ons daarom eerst bezig houden met enkele belang¬ 
rijke door Legendre verkregen resultaten, om ons daar¬ 
mee een weg te banen naar nieuwe inzichten. 
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§ 5. De stellingen van Legendre. — Alvorens de voor¬ 
naamste resultaten van het onderzoek van Legendre 
mede te delen, moeten we eerst een opmerking maken over 
het meten van hoeken. Zoals bekend kan aan iedere hoek een 
positief getal als maat worden toegekend zodra een bepaalde 
hoek als eenheid is aangenomen. De beschouwingen, welke 
hierop betrekking hebben, zijn onafhankelijk van het 5e postu¬ 
laat, evenals die welke betrekking hebben op het meten van 
lijnsegmenten (zie § 12). We zullen nu in het vervolg de een¬ 
heid van hoekmaat zo kiezen, dat een gestrekte hoek de 
grootte n krijgt. Daarbij wordt n aldus gedefinieerd: In de 
meetkunde waarin het 5e postulaat geldt, is de verhouding 
tussen een cirkelomtrek en de middellijn onafhankelijk van 
de grootte van de middellijn. Deze verhouding is dus een 
universele constante en wordt n genoemd. In 5 decimalen 
benaderd is n ~ 3,Hl59. 

Als we de grootten van de hoeken van een driehoek door 
a, p en y voorstellen, dan kan de stelling I, 32 aldus in een 
formule warden weergegeven: 

(5.1) a + p + y = 71. 

De gedachtengang van Legendre komt op het vol¬ 
gende neer. Eerst wordt gepoogd I, 32 te bewijzen en daaruit 
de geldigheid van het 5e postulaat. De grondslag voor zijn 
beschouwingen is een stelling, welke bekend staat als de eerste 
stelling van Legendre, die aldus luidt: 

5, 1. In iedere driehoek is de som van de hoeken ten hoogste gelijk 
aan een gestrekte hoek. 

Voor het bewijs wordt aangeknoopt bij de figuur, welke 
voor het bewijs van Euklides I, 16 diende, (fig. 3,7). We willen 
aannemen, dat, als ABC de gegeven driehoek is, de letters zo 
geplaatst zijn, dat aan 

^ = y 

voldaan is. Voor de som van de hoeken van de driehoek 
gaan we schrijven: 

(5.2) a + p A- y = ^ — <5, 
en we moeten nu bewijzen, dat <5 >0 is. 
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Als we de hulplijnen van fig. 3,7 ook nü weer gebruiken, dan 
kunnen we zeggen, dat uit de congruentie van de driehoeken 
BME en CMA volgt: Z. MEB = /_ MAC, Z MBE - y, 
en daar Z CBA = js, is de som van de hoeken van A A BE 
gelijk aan die van A ABC. Verder is Z ABE = P + y, 
zodat de beide andere hoeken van A ABE samen gelijk zijn 
aan a. De kleinste van die beide hoeken is dus ten hoogste 
gelijk aan J a, zodat de overblijvende hoeken samen ten min¬ 
ste gelijk zijn aan ti — d — | a. Daarmee hebben we ge¬ 
vonden: Is in een driehoek de som der hoeken a, P en y 
gelijk aan jt — (5 en is a niet groter dan ieder der beide andere 
hoeken p en y, dan bestaat er ook een driehoek, waarvan de 
kleinste hoek ten hoogste gelijk is aan 1 a en de som der 
hoeken gelijk aan n — ó; de som der van de kleinste hoek 
verschillende hoeken is dus ten minste gelijk aan n — d — | a. 

Op deze nieuwe driehoek kunnen we het vermelde resultaat 
weer toepassen en vinden dan, dat er een driehoek bestaat, 
waarvan de som der hoeken gelijk is aan jt — d, waarvan 
verder de kleinste hoek ten hoogste J X J a = J a bedraagt 
•en dus de som der beide andere hoeken ten minste 7t — d 
— Ja. Wordt het resultaat opnieuw op deze driehoek toe¬ 
gepast en zo verder dan vinden we na n stappen, dat er een 
driehoek bestaat, waarvan de som der hoeken gelijk is aan 
.71 — d, waarvan verder de kleinste hoek ten hoogste gelijk 
is aan (J)^a en dus de som der beide andere hoeken ten 
minste gelijk aan tc — d — (i)"a. 

Uit Euklides I, 17 leiden we af: 


(5, 3) 

7t — ö — (i)”a < TT; 

•dus: 


(5, 4) 

ó -4- (1)» a > 0. 


Daaruit volgt echter: 

(5,5) d>0. 

Immers, zou ó < 0 zijn, dan zou men n zo groot kunnen 
Mezen, dat 


2n (_ S) > a. 
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bijgevolg: 


(I)" a< — ó, 


hetgeen op hetzelfde neerkomt als: 

(1)^ a + ö<0, 

in strijd met (5, 4). De stelling is daarmee bewezen. 

De eerste stelling van Legendre kan dienen voor het 
bewijs van een stelling, die verderop nuttig zal blijken te zijn. 
De bedoelde stelling luidt: 


5, 2. Door een niet op een gegeven rechte gelegen punt gaat steeds 
een rechte, die een willekeurig kleine hoek met de eerste 
rechte maakt. 

Laat A het gegeven punt zijn en B en C twee punten op 
de gegeven rechte r, (fig. 

5,1). We bepalen op r het 
punt zo, dat C en 
aan weerskanten van B 
liggen en bovendien BB^ 

= BA is. Er ontstaat de ge- 
lijkbenige driehoek ABB^ 
en volgens de eerste stelling van Legendre isa = A. CBA 
> z AB^B + Z BAB^ = 2 Z AB^B, en dus: 

Z AB^B^ I a. 

Op het verlengde van het segment BB^ nemen we B 2 zo, 
dat BiB 2 ~B^A. Dan blijkt als zoeven: 

Z.AB2B<lZ_AB^B<la. 

Het is duidelijk op welke wijze men het procédé kan 
voortzetten; na n stappen ‘ vinden we op r een punt Bn, 
waarvoor geldt: 

Z ABnB< (i)« «. 

Als we dus n Voldoend groot nemen is Z ABnB willekeurig 
klein. 

We merken nog even op, dat we onder de hoek van twee 

Niet-Euklidische Meetkunde. 3 


A 



C B B, B, 

Fig. 5.1. 
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snijdende rechten, die niet loodrecht op elkaar staan, een der 
beide kleinste hoeken verstaan van de vier, welke door de 
rechten bepaald worden. 

Met de zoeven bewezen stelling kan men het bewijs leveren 
van: 


5^ 3. Wanneer in iedere driehoek de som der hoeken gelijk is aan 
een gestrekte hoek, dan is de bewering vervat in het be pos¬ 
tulaat juist. 

Laat AP en BQ halve rechten zijn gelegen aan dezelfde 


B 



Fig. 5,2. 

Dan is: 


kant van AB en zodanig, dat 
Z BAP + Z ABQ = TT—Z 
met f > 0, (fig. 5,2). In no. 
5, 2 hebben we bewezen, dat 
er op de halve rechte AP 
een punt C is te vinden, waar¬ 
voor: 

Z_ACB<i. 


Z BAP + Z abc == TC — Z ACB > 7t — i 

en dus: 

Z abc > Z ABQ. 

De halve rechte BQ ligt dus in het binnengebied van 
Z ABC en moet daarom AC snijden. Dat is echter de be¬ 
wering van het 5e postulaat. 

De zoeven bewezen stelling kan verscherpt worden; men 
behoeft slechts te weten dat in een enkele driehoek de som der 
hoeken gelijk is aan een gestrekte hoek op grond van een 
bewering, die als de tweede stelling van Legendre be¬ 
kend staat en aldus luidt: 

5, 4. Is in een enkele driehoek de som der hoeken gelijk aan een 
gestrekte hoek, dan is dit in iedere driehoek het geval. 

Laat ABC een driehoek zijn, waarvan de som der hoeken 
gelijk is aan een gestrekte hoek. Elke transversaal door een 
hoekpunt verdeelt de driehoek in twee andere met dezelfde 
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eigenschap. Immers, is CQ zulk een transversaal, (fig. 5,3), 
dan geldt op grond van de eerste stelling van L e g e n d r e: 


/LCAC^-i- Z.ACj^C-j- Z.C2CA= TT — ^i^O, 

j/_C^CB= tz — Ö 2 , <30 ^ 0 . 


waaruit door optelling gevonden wordt: 

— '2.71 — + Ó 2 ), 

zodat in verband met het gegeven moet 
gelden: 

+ ^2 “ O, 

hetgeen alleen mogelijk is, indien 
^2 = 0 . 


c 



AC, B 

Fig. 5,3. 


Zoals in no. 3, 11 is opgemerkt, kan men uit Euklides I, 17 
af leiden, dat ten minste twee hoeken van een driehoek scherp 
zijn, zodat dus ten minste één van de drie hoogtelijnen 
l^innen de driehoek ligt. Laten we aannemen, dat CQ de be¬ 
wuste hoogtelijn is. Deze verdeelt A ABC in twee recht- 
lioekige driehoeken en de som der hoeken van ieder van die 
driehoeken is gelijk aan een gestrekte hoek. We zien dus, dat, 

als er een driehoek bestaat, 
^ waarvan de som der hoeken ge¬ 
lijk is aan een gestrekte hoek, er 
dan ook een rechthoekige drie¬ 
hoek met deze eigenschap is te 
vinden. 

We nemen nu de driehoek 
OKL met A KOL ~ Jtt, (fig. 
^ 5,4) als uitgangspunt voor ver¬ 
dere beschouwingen. Daarbij 
kunnen we, zoals daarnet is op- 
D gemerkt, gerust onderstellen, dat 
Fig. 5,4. de som der hoeken van deze 

driehoek gelijk is aan een ge¬ 
strekte hoek. Op de rechte OK brengen we de loodlijn KO' aan 
en maken 0'K ^ OL, terwijl we er voor zorgen, dat 0' en L 
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aan dezelfde kant van de rechte OK liggen. Dan is blijkbaar 
Z. 0'KL = Z. OLK en dus A O'KL ^ A OLK, Daaruit 
leidt men gemakkelijk af, dat van vierhoek OKO'L alle 
hoeken recht en de overstaande zijden twee aan twee gelijk 
zijn. De vierhoek is dus een rechthoek. Daarbij moeten we 
opmerken, dat een rechthoek thans gedefinieerd moet worden 
als een vierhoek, waarvan alle hoeken gelijk zijn aan een 
rechte hoek. 

We zullen nu aantonen, dat er rechthoeken bestaan met 
willekeurig grote zijden. Daartoe nemen we eerst op het ver¬ 
lengde van het segment OK het punt P zo aan, dat 
OP = n . OK, Door het natuurlijke getal n groot genoeg 
te nemen kan men er voor zorgen, dat het segment OP 
groter is dan een vooraf gegeven lijnsegment. Bepalen we 
eveneens op het verlengde van het segment LO' het punt M 
zo, dat LM = n . LO', dan ontstaat de vierhoek OPML, 
die in n kleinere vierhoeken verdeeld kan worden, welke 
alle congruent zijn. Immers, de vierhoek, die aan de recht¬ 
hoek OKO'L grenst, is daarvan het spiegelbeeld ten opzichte 
van KO' en zo kan men door gaan. Als resultaat wordt 
gevonden, dat de hoeken bij P en M eveneens recht zijn. 

Door de segmenten OL en PM m maal zo lang te maken 
vinden we punten R en Q, opv. op de verlengden van OL en PM, 
die tezamen met 0 en P de vierhoek OPQR bepalen, waarvan 
het nu wel duidelijk zal zijn, dat ook de hoeken bij Q en R recht 
zijn; het spreekt vanzelf, dat we met m ook weer een natuurlijk 
getal bedoelen. Als we m groot genoeg nemen kan OR groter 
gemaakt worden dan een vooraf gegeven lijnsegment en 
als we de vierhoek door een diagonaal in twee rechthoekige 
driehoeken verdelen, vinden we, dat er rechthoekige drie¬ 
hoeken bestaan, waarvan de som der hoeken gelijk is aan een 
gestrekte hoek en waarvan bovendien de rechthoekszijden 
willekeurig groot zijn. 

Laat nu A'B'C' een willekeurige driehoek zijn. Zonder be¬ 
zwaar kunnen we weer aannemen, dat de hoeken bij A' en B' 
scherp zijn en dat dus de hoogtelijn C'C'^ door het binnengebied 
van de driehoek gaat, (fig. 5,5). Zoeven hebben we gevonden, dat 
er een rechthoekige driehoek bestaat, waarvan de rechthoeks- 
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zijden die van A B'C'C\ overtreffen en waarvan de som der 
hoeken gelijk is aan een gestrekte hoek. We denken ons die drie¬ 
hoek op A B'CC\ geplaatst op zodanige wijze, dat de rechte 
hoeken samenvallen. Aldus vinden 
we A DEC\y waarbij D en E 
opv. op de verlengden van C\B' 
en C\C' liggen. Daar DC' voor 
die driehoek een hoektransver- 
saal is moet ook in A DC'C\ de 
som der hoeken gelijk zijn aan 
een gestrekte hoek; bij de aan¬ 
vang van dit bewijs hebben we de 
reden daarvoor reeds in gezien. 

Maar ook A B'C'C\ is een drie¬ 
hoek met de bewuste eigenschap, 
want C'5' is een hoektransver- 
saal van A DC'C\. 

Als we de hoeken van A A'B'C' met a', P' en y' aanduiden, 
dan geldt dus: 

+ A -B'C'C'i = iTT. 

Op volmaakt dezelfde wijze kan men betogen, dat ook 
geldt: 

a' + A A'C'C\ = ^71 y 

en dus: 

a' + +7 == ^> 

waarmee het bewijs van de stelling geleverd is. 

Uit het ongerijmde kan men nu gemakkelijk bewijzen: 

5, 5. Is in een enkele driehoek de som der hoeken kleiner dan een 
gestrekte hoeky dan is dit in iedere driehoek het geval. 

Immers, er bestaat geen driehoek, waarvan de som der 
hoeken groter is dan een gestrekte hoek. Zou nu een driehoek 
kunnen worden aangewezen met de som der hoeken gelijk 
aan een gestrekte hoek, dan zou volgens de vorige stelling in 
iedere driehoek de som der hoeken gelijk zijn aan een ge¬ 
strekte hoek en dat strijdt met het onderstelde. 
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Legendre meende in staat te zijn aan te tonen, dat de 
in de het laatst genoemde stelling optredende situatie niet 
kan voorkomen, m.a.w. dat in iedere driehoek de som der 
hoeken gelijk is aan een gestrekte hoek. Daarmee zou dan 
het 5e postulaat bewezen zijn, zoals we in no. 5,3 gezien hebben. 

Van de vele bewijspogingen, welke door Legendre 
ondernomen zijn, willen we de volgende vermelden wegens 
een eigenaardige bijzonderheid, die daarbij aan het licht zal 
komen. We gaan uit van twee rechten a en b, die elkaar in 

het punt C onder een bepaalde 
hoek snijden, zeg de helft van 
een rechte hoek, (fig. 5,6). Op a 
beschouwen we een rij van pun¬ 
ten: Al, A^, Ag, . . ., waarbij A^ 
tussen C en dg, ^2 tussen en 
Ag, enz. De projecties van die 
punten op b noemen we opv. 
Bi, Bg, Bg, ..., en verder stellen 
we ter bekorting /_CAnBn = a», 
{n= 1,2, 3,...). 

Als we aannemen, dat de som 
- . . der hoeken van een driehoek 

kleiner is dan 7t, dan is de som der hoeken van een vierhoek 
kleiner dan 27r, want een vierhoek kan men door een diago¬ 
naal in twee driehoeken vérdelen en de hoeken van de vier¬ 
hoek worden gevormd door de hoeken van die beide driehoe¬ 
ken. Dus geldt in vierhoek A^AgB^Bi. 

/_ B^A^Ag -)- BgAgA-i < n, 

want de beide andere hoeken van de vierhoek zijn in dit geval 
recht. We kunnen ook schrijven: 



of 


^ Uj -f- CEg <C ^ 
«2 < « 1 - 


Op volmaakt dezelfde wijze vinden we: 


«3 < «2 
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enz. Bij ieder lijnsegment CAn, (/^ = 1, 2, 3, . . .) behoort een 
welbepaalde hoek an, terwijl bij verschillende onder die lijn- 
segiti enten ook verschillende hoeken behoren. Legendre 
trekt uit dit resultaat zeer terecht de conclusie, dat men dus 
in staat is de lengte van het segment CAn aan te geven door 
de grootte van de hoek a^. Nu bestaat er voor hoeken een 
absolute eenheid, we wezen daarop reeds bij de bespreking 
van het 4e postulaat; dus bestaat er ook een absolute eenheid 
van lengte, d.w.z. een lengte-eenheid, die logisch gedefinieerd 
kan worden. Daarmee bedoelen we dat er een lijnsegment 
bestaat, dat zich door bizondere meetkundige eigenschappen 
van andere segmenten onderscheidt, evenals een rechte hoek 
geprivilegeerd is boven andere hoeken, doordat een rechte 
hoek gelijk is aan ieder van zijn nevenhoeken. 

Dit alles beschouwde Legendre als absurd en hij achtte 
daarmee het 5e postulaat bewezen. 

Men zal geneigd zijn het betoog van Legendre als 
steekhoudend te aanvaarden, maar dan laat men zich eerder 
door gevoelsoverwegingen dan door de logica leiden. Er is 
namelijk geen sprake van, dat het bestaan van een absolute 
eenheid van lengte een ongerijmdheid betekent. Want dan 
zou eerst uitdrukkelijk bewezen moeten zijn, dat er geen abso¬ 
lute eenheid van lengte bestaat. En zoals we later zullen zien, 
dit bewijs kan niet zonder het 5e postulaat geleverd worden. 
Zonder twijfel is het moeilijk denkbaar, dat er een absolute 
eenheid van lengte kan bestaan, maar daarom alleen mag het 
nog niet als absurd beschouwd worden. 

We kunnen deswege aan het betoog van Legendre 
alleen dan bewijskracht toekennen, wanneer we als nieuw 
postulaat invoeren: 

Er bestaat geen absolute eenheid van lengte, 

§ 6. De voorgeschiedenis van de niet-Euklidische meetkunde. 

— Uit een commentaar van Pro klos (412—485) op 
Boek I van de „Elementen"' weten we, dat reeds de Grieken 
bizondere aandacht hebben gewijd aan het 5e postulaat en 
getracht hebben, óf wel de overbodigheid ervan aan te tonen, 
óf wel het te vervangen door een meer plausibele uitspraak; 
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Onder meer treft men bij P r o k 1 o s het voorstel aan om de 
parallelen aldus te definiëren: Een rechte a heet parallel met 
een rechte b, wanneer a en è in één vlak hggen en de punten 
van ƒ gelijke afstanden hebben tót b. Deze definitie heeft zich 
tot m de 17e eeuw weten te handhaven en leeft in de school¬ 
wiskunde nog voort in de algemeen gebruikelijke benaming 
,,evenwijdig voor parallel. De genoemde definitie is echter 
alleen toelaatbaar, wanneer bewezen is, dat alle punten aan 
eenzelfde kant van een rechte b, gelegen op gelijke afstanden 
van b op één rechte liggen en, we zullen het later weer zien, 
daarvoor moet men juist het 5e postulaat gebruiken! 

Een wezenlijk nieuw gezichtspunt in de parallelentheorie 
werd naar voren gebracht door den Engelsen wiskundige 
J. Wallis (1616—1703). Hij handhaafde de door Eukli- 
d e s gegeven definitie maar postuleerde, dat ey bij een gegeven 
figuuY^ steeds een daarmee getij kvormige gevonden kan worden 
van^ willekeurige grootte. Ter rechtvaardiging van zijn aanname 
beriep Wallis zich op het derde postulaat, waarin feitelijk 
hetzelfde geëist wordt voor een cirkel. Doordat men eist, dat de 
vorm van een figuur onafhankelijk is van de grootte, wordt 
echter het 5e postulaat niet door een meer evidente uitspraak 
vervangen, want men behoort dan eerst nauwkeurig vast te 
stellen, wat precies onder het begrip „vorm'' verstaan moet 
worden; en daarbij rijzen zeer eigenaardige moeilijkheden. 

Een hoogst belangrijke bijdrage tot de oplossing van het 
parallelenprobleem werd geleverd door den Italiaansen wis¬ 
kundige, den Jezuïtenpater G. Saccheri (1667—1733), 
die in zijn werk met de merkwaardige titel: „Euclides, ab 
omni naevo vindicatus, sive conatus geonietricus quo sta- 
biliuntur prima ipsa universae geometricae principia" ^) een 
grootscheepse poging ondernam om het 5e postulaat uit 
het ongerijmde te bewijzen zonder de hulp van andere onder¬ 
stellingen, die bijvoorbeeld Wallis nog wel nodig had. 

Hij maakte bij zijn onderzoek gebruik van een vierhoek 
ABCD, waarin de hoeken bij A en B recht zijn, terwijl de 


1 ) ,,Euklides, van iedere vlek bevrijd, of een meetkundige poging 
de grondlegging te geven van de beginselen der gehele meetkunde.” 
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zijden AD en BC aan elkaar gelijk zijn, (fig. 6,1). Zonder 
gebruikmaking van het 5e postulaat kan men bewijzen dat 
de hoeken bij C en D aan elkaar gelijk zijn. Er 

kunnen zich nu drie mogelijkheden voordoen, ^_ c 

door Saccheri hypothesen genoemd. 

a) De hypothese van de stompe hoek houdt in, 
dat de hoeken bij C en D stomp zijn. Sac¬ 
cheri slaagde er in aan te tonen, dat deze 
hypothese tot een tegenspraak voert. Dit is geheel 

in overeenstemming met de eerste stelling van L j 
L egendre, waaruit immers onmiddellijk ^ ^ 

volgt, dat de som der hoeken van een vierhoek Fig. 6,1. 
ten hoogste gelijk is aan 2 n. 

b) De hypothese van de rechte hoek zegt, dat de hoeken 
bij C en D. recht zijn. Saccheri slaagde er in te bewijzen, 
dat voor iedere bovenbeschreven vierhoek de hypothese van 
de rechte hoek juist is, zodra deze voor een enkele vierhoek 
geldt; dit resultaat is geheel in overeenstemming met de tweede 
stelling van Legendre. Verder is het 5e postulaat uit 
deze hypothese af te leiden, terwijl natuurlijk de hypothese 
uit het 5e postulaat volgt. 

c) Er restte dus de hypothese van de scherpe hoek, dus de 
onderstelling dat de hoeken bij C en D scherp zijn, ad absur- 
dum te voeren. Via een lange reeks van stellingen volgt het 
bestaan van twee in een vlak gelegen rechten, die elkaar niet 
snijden, maar elkaar asymptotisch naderen, d.w.z. wanneer 
een punt zich langs de ene rechte naar het oneindige beweegt, 
wordt de afstand van het punt tot de andere rechte willekeurig 
klein. Deze bizonderheid beschouwde Saccheri als in 
strijd met de natuur van de rechte lijn. Hierbij heeft S a c- 
c h e r i zich laten leiden door zijn overtuiging, dat het 5e 
postulaat juist zou zijn en niet door logische overwegingen, 
een fout overigens, die veel later door Legendre weer 
gemaakt is, zoals we reeds zagen. De beschouwingen van 
Saccheri zijn alleen steekhoudend, wanneer als nieuw 
postulaat ingevoerd wordt, dat er geen rechten bestaan, die, 
zonder een snijpunt te bezitten, elkaar asymptotisch naderen. 

Een geheel analoge methode is gevolgd door den Zwitsersen 
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wiskundige J. H. Lambert (1728—1777), die bij zijn be¬ 
schouwingen steunde op de eigenschappen van een vierhoek 
met drie rechte hoeken. De vierde hoek kan dan stomp, recht 
af scherp zijn en de eerste onderstelling voert weer gemakkelijk 
tot een tegenspraak. De hypothese van de scherpe hoek leidde 
tot het inzicht, dat er dan een absolute eenheid van lengte 
bestaat en dat gelijkvormige figuren slechts dan mogelijk zijn 
als ze tevens congruent zijn. Waarschijnlijk waren deze uit¬ 
komsten voor Lambert niet overtuigend genoeg om op 
grond daarvan de hypothese van de scherpe hoek te ver¬ 
werpen, hoewel hij vast bleef houden aan de mening van de 
bewijsbaarheid van het 5e postulaat. Daarmee zou verklaard 
zijn, waarom Lambert zijn „Theorie der Parallellinien^' 
niet heeft gepubliceerd; het werk is pas na zijn dood bekend 
geworden. 

We spraken reeds over de onderzoekingen van Legen- 
d r e. In vele opzichten hadden Saccheri en Lambert 
verder gaande resultaten bereikt, maar hun vondsten waren 
spoedig vergeten en hadden geen aanwijsbare invloed op de 
voortgang van de wetenschap. Anders was het gesteld met 
het werk van Legendre. Vooral zijn „Eléments de 
Géométrie’' bezat grote bekendheid en zijn onderzoekingen op 
het gebied van het parallelenprobleem leverden een krachtige 
stoot tot de verdere voortgang op de weg naar de oplossing 
van het probleem.’ 

§ 7. De ontdekking van de niet-Euklidische meetkunde. — 

Omstreeks de aanvang van de 19e eeuw won bij sommige 
wiskundigen de overtuiging van de onbewijsbaarheid van het 
5e postulaat meer en meer veld; bij de oudere bewijzen moest 
zonder uitzondering een beroep gedaan worden op de een of 
andere aanname, die stellig niet meer evident was dan het 
bewuste postulaat. De beslissende stap werd gedaan toen men 
er in slaagde een meetkundig systeem op te bouwen, waarin 
het 5e postulaat door een ander daarmee in tegenspraak zijnd 
postulaat is vervangen en dat toch dezelfde logische onaan¬ 
tastbaarheid bezit als de aloude meetkunde van E u k 1 i d e s. 
Op voorstel van den eersten ontdekker van een dergelijk 
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systeem, den beroemden wiskundige C. F. G a u s s (1777— 
1855), noemt men de nieuwe meetkunde de niet-Euklidische 
meetkunde. 

G a u s s heeft zich reeds in zijn jeugdjaren met het paral- 
Iclenprobleem bezig gehouden en in 1817 bezat hij een dui¬ 
delijk inzicht in de niet-Euklidische meetkunde en twijfelde hij 
niet meer aan de mogelijkheid ervan. Hij vreesde echter bij 
zijn tijdgenoten op zoveel misverstand en onbekookte critiek 
te zullen stuiten, dat hij er van afzag om zijn ontdekkingen 
op dit terrein openbaar te maken en ook geen aanspraak deed 
gelden op de prioriteit, toen anderen met verwante denk¬ 
beelden voor de dag kwamen. 

Die anderen waren de Russische geleerde N. I. Lobat- 
s c h e w s k ij (1793—1856) en de Hongaarse officier J. B o- 
1 y a i (1802—1860), die onafhankelijk van elkaar er in slaag¬ 
den de sluier op te lichten, welke eeuwenlang over het paral- 
lelenprobleem had gelegen. 

In tal van geschriften heeft Lobatschewskij zijn 
denkbeelden omtrent de nieuwe meetkunde, die hij „Imagi¬ 
naire geometrie'' en ook wel ,,Pangeometrie" noemde, neer¬ 
gelegd, zonder dat hij echter op veel bijval kon rekenen. Zijn 
naam had in de wereld van de wiskundigen niet voldoende 
klank om de aandacht te trekken, terwijl bovendien onder 
invloed van de toen gangbare interpretatie van de ruimteleer 
van Kant naast de Euklidische meetkunde geen andere 
meetkunde mogelijk geacht werd. De omstandigheid, dat 
vele van zijn werken in het Russisch geschreven waren, 
droeg er óók niet toe bij zijn opvattingen ingang te doen 
vinden. 

Het verging B o 1 y a i al niet veel beter. Zijn vader W. 
Bolyai (1775—1856), een verdienstelijk wiskundige, had 
zich gedurende zijn gehele leven met het parallelenprobleem 
bezig gehouden, zonder evenwel een wezenlijke stap voor¬ 
waarts te doen. Het gelukte echter aan den zoon een geheel 
nieuwe meetkunde op te bouwen, waarin het 5e postulaat 
geen rol meer vervult. Over dit onderwerp, door hem de „ab¬ 
solute meetkunde" genoemd, heeft J. Bolyai slechts één 
publicatie laten verschijnen, die onder de titel ,,Appendix 
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scientiam spatii absolute veram exhibens” als aanhangsel 
werd toegevoegd aan een in het latijn geschreven leerboek 
van zijn vader. De zeer beknopte vorm van de ,,Appendix"' 
en de vele ongewone notaties waren niet bevorderlijk om aan 
de vondsten van J. B o 1 y a i algemene bekendheid te ver¬ 
schaffen. 

De grote betekenis van de ontdekkingen van Lobat- 
schewskij en Bolyai ging men pas beseffen toen in 
1860 de briefwisseling tussen Gauss en den astronoom 
Schuhmacher gepubliceerd werd, waaruit bleek, dat 
Gauss van de mogelijkheid der niet-Euklidische meet¬ 
kunde overtuigd was en zelf reeds een aantal belangrijke 
resultaten had gevonden. 

De laatste resten van terughouding tegenover de nieuwe 
denkbeelden werden ter zijde gesteld, toen E. B e 11 r a m i 
(1835—1900) in 1868 in een beroemd artikel ,,Saggio di inter- 
pretazione della geometria non euclidea" wees op de moge¬ 
lijkheid om de niet-Euklidische meetkunde in de Euklidische 
ruimte te realiseren en daarmee een afdoend bewijs gaf, dat 
de nieuwe meetkunde vrij is van tegenstrijdigheden. 

De nieuwere onderzoekingen in de niet-Euklidische nieet- 
kunde richtten zich voor een goed deel op een nauwkeurige 
analyse van de grondslagen. Het werk van Euklides werd 
op dat punt aan een grondige revisie onderworpen en de leem¬ 
ten, welke het in vele opzichten vertoont, werden aangevuld. 
Daarbij stelde men zich tevens de vraag of ook andere axioma's 
gemist kunnen worden. Zo is bij het bewijs van Euklides I, 16 
stilzwijgend aangenomen, dat een rechte het platte vlak in 
twee delen verdeelt. Men is er in geslaagd een meetkunde 
op te bouwen, waarin dit niet meer waar is, waarin dan ook 
I, 16 niet meer zonder beperking geldt. In de z.g. meetkunde 
van Klein bestaan er geen parallelen; elke twee in een 
vlak gelegen rechten bezitten een snijpunt en de som der 
hoeken van een driehoek is groter dan een gestrekte hoek. 


1 ) ,Aanhangsel, de absoluut ware ruimteleer bevattend.'' 

2) ,,Poging, de niet-Euklidische meetkunde (aanschouweliik) te 
vertolken." 
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In deze meetkunde is aan de hypothese van de stompe hoek, 
in de terminologie van Saccheri, voldaan. 

In dit boek zullen we op deze en nog andere meetkunden 
niet ingaan, maar we zullen ons beperken tot de meetkunde, 
welke door Lobatschewskij en Bolyai is opge¬ 
bouwd. Evenmin zullen we de belangrijke toepassingen — en 
zulke zijn er vele — van de niet-Euklidische meetkunde op 
andere onderdelen van de wiskunde vermelden; ons doel is 
alleen de niet-Euklidische meetkunde zelf. 

De moderne meetkunde heeft verschillende toegangswegen 
tot de niet-Euklidische meetkunde vrij gemaakt. De elemen- 
tair-geometrische is daarbij gebleken niet de kortste te zijn, 
maar zonder twijfel een van de meest aantrekkelijke. 

We zullen in dit boek de elementair-geometrische methode 
van Lobatschewskij en Bolyai toepassen, maar 
we zullen de grondleggers niet op de voet volgen, doch een 
dankbaar gebruik maken van de bekortingen en de vereen¬ 
voudigingen, welke door de latere wiskundigen zijn gevonden. 

Het kan niet ontkend worden, dat de studie van de niet- 
Luklidische meetkunde door het ongewone karakter van de 
uitkomsten enige moeilijkheden biedt. Maar de overwinning 
van deze moeilijkheden, die overigens niet zo lastig is als het 
op het eerste gezicht lijkt, verruimt op ongekende wijze de 
gezichtskring en verschaft de toegang tot een geheel nieuwe 
wereld, welke pas na eeuwenlange denkarbeid ontsloten is. 

§ 8. Meetkunde en aanschouwing. —• Een zeer eigenaardig 
en moeilijk probleem heeft betrekking op de rol van de aan¬ 
schouwing bij de opbouw van de meetkunde. Reeds dadelijk 
ontmoeten we moeilijkheden wanneer we nauwkeurig de aard 
van de beleving ,,aanschouwing'' willen karakteriseren. Zon¬ 
der op wijsgerige en psychologische bedenkingen acht te slaan 
menen we met ,,aanschouwing" te mogen aanduiden het ver¬ 
mogen om intuïtief bepaalde waarheden onmiddellijk als zo¬ 
danig te herkennen. De vraag rijst in hoeverre de zo verkregen 
inzichten betrouwbaar zijn. Om daaromtrent zekerheid te 
hebben doet men gaarne een beroep op de empirie, op de 
directe zinnelijke waarneming. De intuïtieve zekerheid, welke 
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aan vele meetkundige beweringen eigen is, berust goeddeels 
op de mogelijkheid deze aan de hand van getekende figuren te 
controleren. 

Er gaat van de aanschouwing een sterke dwang uit. Wanneer 
we ons een driehoek ABC, (fig. 8,1), voorstellen en een rechte 
in het vlak van die driehoek, die door geen der hoekpunten 
gaat maar de zijde A B snijdt, dan schrijft 
de aanschouwing met nadruk voor, dat 
die rechte óf wel de zijde BC, óf wel de 
zijde AC tussen de hoekpunten snijdt. 
Daarbij gevoelen we in het geheel geen 
behoefte om naar de logische grond 
hiervan te speuren, wegens het directe 
karakter van de ervaring. 

We moeten ons echter bewust maken, 
dat aan de aanschouwing grenzen ge- 
Fig. 8,1. steld zijn, welke spoedig bereikt kunnen 

worden. Het kost bijvoorbeeld niet de 
minste moeite om de voorstelling te vormen van een vierhoek 
met de beide diagonalen, alvorens door een redenering, ge- 
■ baseerd op de kennis van het aantal hoekpunten en de ver¬ 
bindingsmogelijkheden daarvan, logisch wordt begrepen, dat 
het aantal diagonalen juist twee moet zijn. Bij een zeshoek 
echter worden we al onzeker en bij een honderdhoek is het 
zelfs bij benadering niet meer mogelijk het juiste aantal 
diagonalen te „zien'\ 

Het 5e postulaat bezit zonder twijfel een duidelijke aan¬ 
schouwelijke evidentie, maar alleen voor het geval, dat de 
beide in het postulaat genoemde hoeken samen voldoende van 
een gestrekte hoek verschillen. Toch menen we met zekerheid 
te weten, dat reeds de geringste afwijking van een gestrekte 
hoek snijding tot gevolg zal hebben, maar dan verliezen we 
uit het oog, dat het zeer wel mogelijk is, dat we de grenzen 
van ons aanschouwend vermogen overschreden hebben. 

Geven we echter toe, dat de mogelijkheid van de onjuist¬ 
heid van het 5e postulaat, wegens de vaagheid van de voor¬ 
stelling van de rechte lijn, geen conflict geeft met de aanschou¬ 
wing, dan stuiten we op een onverwachte moeilijkheid. We 
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zijn namelijk niet in staat om door middel van tekeningen 
adaequate voorstellingen te vormen van de logische conse¬ 
quenties, die de verwerping van het 5e postulaat meebrengt. 
De oorzaak moet gezocht worden in het ontbreken van gelijk¬ 
vormige figuren, die niet tevens congruent zijn; we wezen 
hierop reeds bij de bespreking van het werk van Wallis 
en L a m b e r t. We willen nu het gunstigste geval voor 
ogen houden en aannemen, dat de empirische meetkunde, dus 
de meetkunde van de getekende figuren, niet-Euklidisch is. 
In hoeverre daaromtrent iets met zekerheid gezegd kan 
worden zullen we later onderzoeken, (§36). Dan staan we 
voor de moeilijkheid van de beperktheid van het teken veld 
en alleen dié figuren kunnen met een behoorlijke graad van 
nauwkeurigheid afgebeeld worden, waarvan de afmetingen 
die van het teken veld niet overtreffen. Bij de afbeelding van 
grote figuren op verkleinde schaal treden noodzakelijk ver¬ 
vormingen op. Het is voor de aanschouwing het prettigst om 
de hoeken zoveel mogelijk in ware grootte af te beelden. Dan 
zijn we echter verplicht om de rechte lijnen als gebogen lijnen 
weer te geven. Zo stelt fig. 8,2 een drie¬ 
hoek voor met hoeken van 30°; een der¬ 
gelijke driehoek is in de niet-Euklidische 
meetkunde zeer wel mogelijk. Nu is het 
cwenwel denkbaar dat een empirische 
driehoek alleen dan een driehoek met 
hoeken van 30° juist weergeeft, wanneer 
de zijden zeggen wij 1000 km lang zijn. 

Een dergelijke driehoek bestaat niet in 
het tekenveld en elke afbeelding geeft ons een verkeerde voor¬ 
stelling van de ,,werkelijke'' driehoek. 

Niettemin blijft de aanschouwing ook bij de beoefening van 
de niet-Euklidische meetkunde een belangrijk didactisch hulp¬ 
middel; in vele gevallen kunnen langs aanschouwelijke weg in¬ 
zichten verkregen worden, die langs logische weg slechts moei¬ 
zaam zijn te bereiken. Vandaar dat we in dit boek meermalen 
een betoog op de aanschouwing zullen laten rusten, zonder na te 
pluizen welke de fundamentele principes kunnen zijn, waarmee 
een hechte logische grondlegging zou kunnen worden verkregen. 





Tweede Hoofdstuk 

Planimetrie 

§ 9. De som der hoeken van een driehoek. — Wanneer het 
5e postulaat niet aan de theorie ten grondslag gelegd wordt, 
dan kunnen zich ten aanzien van de som der hoeken van een 
driehoek, zoals in het eerste hoofdstuk gebleken is, slechts 
twee mogelijkheden voordoen; óf wel de som der hoeken van 
iedere driehoek is gelijk aan een gestrekte hoek, óf wel de 
som der hoeken van iedere driehoek is kleiner dan een ge¬ 
strekte hoek. Verder bleek het 5e postulaat een bewijsbare 
stelling te zijn, zodra de eerste mogelijkheid verwerkelijkt is, 
terwijl omgekeerd de als eerste mogelijkheid geponeerde be¬ 
wering een gevolg is van het 5e postulaat. 

Ons doel is de opbouw van de niet-Euklidische meetkunde. 
We vervangen daarom het 5e postulaat door: 

9, 1. De som der hoeken van een driehoek is kleiner dan een 
gestrekte hoek. 

Dit postulaat is natuurlijk gelijkwaardig met: Een buiten¬ 
hoek van een driehoek is groter dan de som der niet-aanliggende 
binnenhoeken. 

Op grond van de tweede stelling van Legendre is het 
reeds voldoende, dat het postulaat vervuld is voor één drie¬ 
hoek. 

Een onmiddellijk gevolg van het nieuwe postulaat is: 

9, 2. De som der hoeken van een vlakke n-hoek is kleiner dan 
{n — 2) 71. 

In dit hoofdstuk onderzoeken we alleen vlakke figuren. We 
zullen daarom in het vervolg van een ^-hoek spreken en daarbij 
stilzwijgend aannemen, dat we met een vlakke n-hoék te doen 
hebben. 
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Een 7 ^-hoek bestaat uit n — 2 driehoeken, die langs 
diagonalen van de w-hoek aan elkaar grenzen, terwijl de 
hoeken van de w-hoek gevormd worden door de hoeken van 
de ^ — 2 driehoeken. De juistheid van de zoeven uitgesproken 
bewering blijkt nu zonder moeite. 

Al dadelijk treedt een fundamenteel onderscheid tussen de 
l^mklidische en de niet-Euklidische meetkunde naar voren. In 
de niet-Euklidische meetkunde geldt naast de in het eerste 
hoofdstuk genoemde congruentie-stellingen de volgende stel¬ 
ling: 

9,3. Twee driehoeken zijn congruent, als ze de hoeken gelijk 
hebben. 

Laat ABC en /\ A'B'C' de gegeven driehoeken zijn, die 
in de hoeken overeenstem¬ 
men, (fig. 9, 1). In verband 
met Euklides I, 26 behoeft 
slechts aangetoond te wor¬ 
den, dat AB = A'B' is. 

Het bewijs hiervan geven 
we uit het ongerijmde. On¬ 
derstellen we daartoe, dat 
de segmenten AB en A'B' 
ongelijk zijn. Dan is één ervan de kleinste, laat dit A'B' zijn. Als 
we A A'B'C' op A leggen zodanig, dat /_A' /_A komt 

te liggen en B' op de rechte AB, dan moet B' in een punt B’' 
tussen A en B terecht komen. Het punt C' komt dan in C" 
van de rechte AC te liggen. De rechten B"C'' en BC hebben 
geen snijpunt, (Euklides I, 28), zodat ook C" tussen A en C 
ligt. Er ontstaat een vierhoek B"BCC", waarvan met één 
oogopslag is te zien, dat de som der hoeken gelijk is aan 2n. 
Dat is echter in tegenspraak met no. 9, 2, zodat de in dit 
bewijs gemaakte onderstelling fout is. 

Als we twee driehoeken gelijkvormig noemen, wanneer ze de 
drie hoeken gelijk hebben, kan de stelling ook aldus uitge¬ 
sproken worden: Er bestaan geen twee gelijkvormige driehoeken, 
die niet tevens congruent zijn. 

Niet-Euklidische Meetkunde. 
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Op de eigenaardige practische moeilijkheden, welke hiervan 
het gevolg zijn, wezen we reeds in § 8. mervan 

hivlnN — Een klasse van vierhoeken met zeer 

zondere eigenschappen wordt gevormd door vierhoeken 

eenzelfde zijde gelegen hoeken recht zijn’ 
Zulke vierhoeken zullen trapezoiden heten. Vele eigenschao- 

diV vertonen een opvallende analogie met 

d e van driehoeken en het is opmerkelijk, dat daarbij de 

hS’ vIrvulT"wï grenzen, de rol van een 

ïologirS™ uSoit'” i" termi- 

^ Laat ABPQ een vierhoek zijn, waarin de 
l^eken BPQ en AQP recht zijn, (fig. 10 1) 
Het hjnsegment PQ zal de toplijn van ’het 
genoemd worden, de lijnsegmenten 
■dB, AQ en BP heten de zijden; de toplijn 
wordt dus niet tot de zijden van het trapezoid 
gerekend. Verder heten de hoeken QAB 
en PBA de hoeken van het trapezoid; de 
hoeken bij P en Q rekenen we dus niet tot 
de hoeken van het trapezoid. 

Een vierhoek van S a c c h e r i is een tra¬ 
pezoid, waarvan de aan de toplijn grenzende 


Fig. 10, 1. 


.. „„.divaii uc ctctii ue ropiijn grei 

zijden gelijk zijn. Een vierhoek van Lambert of recht¬ 
hoekig trapezoid is een trapezoid, waarvan een der hoeken 
recht is; een dergehjke vierhoek bevat in totaal drie rechte 
hoeken. De overbhjvende hoek is volgens no. 9,2 nood- 
zakehjk scherp. 

De voor trapezoiden ingevoerde en op het eerste gezicht 
enigszins vreemde terminologie levert groot gemak op bij de 
formulering van een aantal stellingen en doet daarbij de over- 
eei^omst met driehoeken duidelijk in het oog springen. 

et IS niet de bedoeling om bij de opsomming van de 
Stellingen betreffende trapezoiden naar volledigheid te stre- 
ven, we vermelden in hoofdzaak dié stellingen, welke voor 
de verdere ontwikkeling van de theorie van nut zullen zijn. 

Als eerste stelling bewijzen we een congruentiestelling: 
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10, 1. Twee trapezoiden zijn congruent, als ze gelijk hebben de 
toplijn en de aan de toplijn grenzende zijden (Ie analogon 
van Euklides I, 4). 

Laat ABPQ en A'B'P'Q', (fig. 10,2), de gegeven trapezoiden 


zijn met PQ ~ P'Qj AQ 
= A'Q', BP=B'P'. We kun¬ 
nen het tweede trapezoid zo¬ 
danig op het eerste leggen, 
dat daarbij P', Q' en A' op 
P, Q en A komen te liggen en 
dan blijkt onmiddellijk, dat 
ook B' op B valt. Daarmee 
is het bewijs van de stelling 
reeds geleverd. 


A /l' 




10,2. Twee trapezoiden zijn congruent, als ze een hoek met de 
beide aangrenzende zijden gelijk hebben (2e analogon van 
Euklides I, 4). 

We gebruiken dezelfde letters als bij de vorige stelling. Laat 
nu gegeven zijn: /_ A — A', AB = A'B', AQ ~ A'Q\ 
Het tweede trapezoid kan zodanig op het eerste gelegd wor¬ 
den, dat de punten P', en Q' op B, A en Q vallen. Dan 
zal P' ergens op de rechte PQ terecht komen, laten we zeggen 
in P", (fig. 10,2). Dan is natuurlijk ook ^ BT"Q recht en 
daar uit B slechts één loodlijn op PQ mogelijk is, (no. 3, 8), 
moet P" met P samenvallen, w.t.b.w. 

Op de in no. 10, 1 bewezen stelling steunt de volgende 
stelling: 


10, 3. Zijn van een trapezoid de aan de toplijn grenzende zijden 
gelijk, dan zijn ook de hoeken gelijk (Analogon van Eukli¬ 
des I, 5). Anders geformuleerd: Een vierhoek van 
Saccheri heeft twee gelijke scherpe hoeken. 

Het bewijs is eenvoudig. We beschouwen ,het trapezoid 
ABPQ met toplijn P(2, (fig. 10,3). Daar AQ — BP, BP =AQ, 
PQ — QP> is op grond van no. 10, 1: trapezoid ABPQ 
^ trapezoid BA QP en dus /_ A = /_ B. 
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Een omgekeerde van deze stelling luidt: 

10, 4. Zijn van een trapezoid de twee hoeken gelijk, dan zijn ook 
de overstaande zijden gelijk (Analogon van Euklides I, 6). 
Anders gezegd: Zijn van een vierhoek, waarvan twee aan 
een zelfde zijde gelegen hoeken recht zijn, de andere hoeken 
aan elkaar gelijk, dan is de vierhoek een vierhoek van 
Saccheri. 


Laat in het trapezoid gegeven zijn: 

Is AQ jé: BP, dan is één van deze zijden de 
grootste, zeg A Q. Op zijde A Q kunnen we dan 
Caannemen zo, dat CQ = BP, (fig. 10,3). Dan 
hebben we volgens de vorige stelling en in 
verband met het gegeven; ,/ QCB = l^PBC 
< Z.PBA= terwijl volgens Eukli¬ 

des I, 16 juist moet gelden /_QCB> Z^QAB. 
Deze tegenspraak bewijst de juistheid van de 
stelling. 

Van een vierhoek van Saccheri zullen 
we de zijde tegenover de toplijn basis noemen 



Fig. 10,>. 


-- J - 

en de aan de toplijn grenzende zijden de benen. 

Een nevenhoek van ieder der hoeken wordt buitenhoek van 
het trapezoid genoemd. Ook voor trapezoiden geldt de stelling 
van de buitenhoek: 


10, 5. Een buitenhoek van een trapezoid is groter dan de niet- 
aanliggende binnenhoek (Analogon van Euklides I, 16). 

In een trapezoid met hoeken a en ^ geldt op grond van de 
stelling van no. 9, 2: 

CL ~i- P <Z 7C, 

en dus: 

^ — a > jS, 71 — ^ > a. 

10, 6. Zijn de twee aan de toplijn grenzende zijden van een tra¬ 
pezoid ongelijk, dan is de hoek tegenover de grootste van die 
zijden groter dan de hoek tegenover de kleinste van die 
zijden (Analogon van Euklides I, 18). 
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Laat van het trapezoid ABPQ met toplijn PQ, (fig. 10,4), 
gegeven zijn: AQ '> BP. Op zijde A Q kan men dan het 
punt A' zo aannemen, dat A'Q = BP. Toe¬ 
passing van Euklides I, 16 en de stelling van 
no. 10, 3 leidt tot: Z QAB < Z QA'B 
== Z PBA'< Z hetgeen bewezen moest 

worden. 

Uit het ongerijmde bewijst men gemakke¬ 
lijk: 

10, 7. Zijn de hoeken van een trapezoid onge¬ 
lijk, dan is de zijde tegenover de grootste 
van die hoeken groter dan de zijde tegen¬ 
over de kleinste van die hoeken (Analo- 
gon van Euklides I, 19). 

We besluiten de reeks van stellingen over 
het trapezoid met nog enige congruentiestellingen. 

10, 8. Twee trapezoiden zijn congruent, als ze de drie zijden gelijk 
hebben (Analogon van Euklides I, 8). 

Zonder de algemeenheid van het bewijs te schaden kunnen 
we gerust aannemen, dat als 
ABPQ en A'B'P'Q' de gegeven 
trapezoiden zijn resp. met top¬ 
lijnen PQ en P'Q' y de zijde A Q 
niet kleiner dan de zijde BP is. 

We denken ons nu het tweede 
trapezoid tegen het eerste ge¬ 
plaatst, (fig. 10, 5), en zorgen er 
voor, dat A ' met A en Q' met Q 
samenvalt, terwijl de beide tra¬ 
pezoiden aan weerskanten van AQ komen te liggen. Laat 
daarbij B' in P" en P' in P'^ terecht komen. De hoeken BA Q 
en B''A Q zijn stellig scherp (volgens no. 10, 5 en 10, 6). Verder 
volgt uit het gegeven, dat A ABB^ gelijkbenig is en dus: 
/_ ABB" = Z. AB"B. Volgens no. 10,3 is ook Z.PBB" 
= Z F^B'^B, en daar BB" het segment A Q snijdt, volgt door 
optelling: /_ ABP = /_ AB"P" = Z A'B'P'. De juistheid 


A a" 



A 



Fig. 10,4. 
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^■an de stelling volgt nu uit de stelling van no. 10,2. 


10, 9. Twee trapezoiden zijn congruent als ze gelijk hebben de 
met aan de toplijn grenzende zijde en de hoeken (Analogon 
van Euklides I, 26). 

j f-'B'P'Q' de gegeven trapezoiden zijn met 

AJt>~ A ^ — / A' — / 7^ ^ T-./ n , 



Z A' en LB= dan behoeft 

slechts aangetoond te worden, vol¬ 
gens de stelling van no. 10,2, dat 
BP en B'P' aan elkaar gelijk zijn. 
Wanneer we het tweede trapezoid 
met de zijde A'B' op AB leggen 
en er voor zorgen, dat P' en Q' aan 
dezelfde kant van de rechte AB 
komen te liggen als P en Q, dan 
komt P' op F" van BP en O' on 

A rr _ Ta// • , . ^ ^ f 


A JT vdii JDJT en u op 

I?n met Psame^al 

len, dan heeft ^ gf n punt met PQ gemeen, maar dan 

OU vierhoek PQQ P vier rechte hoeken bevatten, hetgeen 
S^ond van de stelling van no. 9, 2 onmogelijk is. 
r zijn met weinig moeite nog meer stellingen over trape- 
zoiden te vinden, die analoog zijn aan stellingen over drie¬ 
hoeken. We willen echter met de reeds vermelde volstaan en 
liever een interessante toepassing maken. Daartoe bewijzen 
we de volgende hulpstelling; 


10, 10. De afstanden van de punten van het ene been van een 
met-scherpe hoek tot een loodlijn op het andere been, die 
met het eerste been geen punt gemeen heeft, nemen ’ toe 
naarmate de punten verder van het hoekpunt af gelegen 
zyn. De afstanden zijn willekeurig groot voor punten, 
die voldoend ver van het hoekpunt verwijderd zijn. 

gegeven hoek en b de rechte loodrecht op 
PQ. Gaat b met toevallig door P, dan nemen we Q op b. 
Gaat ^ een punt van de halve rechte PA zijn met PB > PA 
n ; * ^oEjde projecties van A, B op b, dan is dé 

hoek BAA^ groter dan de hoek APQ volgens de stelling 
van de buitenhoek van no. 10, 5 en volgens no. 9 1 als I 
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door P gaat. Dus /. BAA^ is stomp en als gevolg daarvan 
groter dan /_ ABB^. Toepassing van de stelling van no. 10, 7 
op trapezoid BAA^B^ leert, dat AAj^ < BB^ is, waarmee het 
eerste gedeelte van de stelling 
reeds bewezen is. 

Voor het bewijs van het 
tweede deel beschouwen we het 
midden M van het segment 
AB. Laat de projectie daar¬ 

van zijn op b en laat verder 
A^y B 2 de projecties zijn van 
^, 5 op de rechte MM^. Omdat 
in het trapezoid MAA^Mj^ de 
hoek AMM-^ scherp is, zal ^2 
tussen M en gelegen zijn, terwijl B^ op het verlengde van 
het segment M-^M valt, want BMM^ is stomp. 

Uit A_AMA2= ABMB^y AM=^ BMy AAA2M=/_BB2M 
volgt op grond van Euklides 1,26: AAMA^ ^ ABMB 2 en dus 
MA 2 = MB 2 . In het trapezoid A 2 AA-^M-^y is scherp, 

en dus volgens no. 10,7: AA{>A 2 M^. Om een soortgelijke 
reden is B 2 M 1 < BB^. Daaruit leiden we af: 



MMi — AA^ < MM^ — A2M^ = 

en 

BB^ — MM^ > B2M^ — MM^ = MB 2 . 


Wegens MA 2 = MB 2 hebben we dus: 



— AA^ < BB^ — MMi. 

Zoals gemakkelijk kan worden na¬ 
gegaan blijft dit resultaat juist als 
toevallig A met P samenvalt. 

Om het bewijs van de stelling 
te voltooien beschouwen we op 
het been, dat niet loodrecht op b 
staat een rij van punten Po, P^, 
. . ., en duiden de projecties daar- 
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van op b aan met Qo» Qi* *.• •, (fig. 10,8). We onderstellen, dat 
Pn ligt tussen en P«+i, en verder, dat P»—iP» 

=P»P«+i, {n= 1,2,...). Stellen we voor ieder natuurlijk getal w: 

. ■Pw^ft Pfi —1 —1 -— 

dan IS dus: 

^1 < < • • . , 
en 


zodat: 


nv^<v^ + .,.+Vn^ {P^Q^ — PoQo) + . . 
+ {PnQn — Pn-lQn^l) = PnQn ~ PoQoy 


PnQn ^ PoQo ^ 

Als we dus n groot genoeg kiezen, kan Pn(2»een vooraf gegeven 
lijnsegrnent overtreffen, m.a.w. voor voldoend grote n is 
PnQn willekeurig groot. Daarmee is het bewijs van de stelling 
voltooid. ^ 

We beschouwen nu een tweetal bizondere gevallen. 


10, 11. Zijn a en h twee elkaar in P snijdende rechten, dan nemen 
de afstanden van de punten van a tot b toe, naarmate de 
punten verder van P af liggen, De afstanden zijn wille¬ 
keurig groot voor punten, die voldoend ver van P verwij¬ 
derd zijn. 


Immers, deze stelling is niets anders dan de vorige stelling 
voor het geval, dat de rechte b gaat door het hoekpunt P. 
We merken nog even op, dat de afstanden van de punten van 
a tot b willekeurig klein zijn, zodra de punten dicht genoeg bij 
P liggen. Is namelijk A ^ P een punt van a en de pro- 
^ is < PA op grond van Euklides 

De in dit nummer gevonden resultaten wijken in geen enkel 
opzicht af van overeenkomstige in de Euklidische meetkunde. 
Geheel anders is dit met het volgende geval. 

We noemen twee niet-samenvallende rechten hyperparallel, 
wanneer ze een gemeenschappelijke loodlijn bezitten. Het is 
duidelijk, dat twee rechten ten hoogste één gemeenschappelijke 
loodlijn bezitten, omdat vierhoeken met vier rechte hoeken 




§ 11. DE HYPERCYKEL 


45 


in de niet-Euklidische meetkunde niet bestaan. Zijn a en b 
de beide hyperparallelen en snijdt de gemeenschappelijke 
loodlijn de rechte a in P en de rechte b in Q, dan heten P en Q 
de voetpunten van de gemeenschappelijke loodlijn. 

Voor hyperparallelen geldt: 

10, 12. Zijn a en h hyperparallel en is P het voetpunt van de 

gemeenschappelijke loodlijn op a, dan nemen de af¬ 
standen van de punten van a tot b toe, naarmate de 
punten verder van het punt P af liggen. De afstanden 
zijn willekeurig groot voor punten, die voldoend ver van 
P verwijderd zijn. 

Deze stelling is niets anders dan de stelling van no. 10, 10 
uitgesproken voor een rechte hoek APQ. 

We zien onmiddellijk in, dat het segment PQ het mini¬ 
mum is van de afstanden van de punten van a tot b (en van 
de punten van b tot a). Er is geen bezwaar tegen om dit seg¬ 
ment PQ ie noemen de afstand van de hyperparallelen a en b. 

Er is dus bij hyperparallelen geen sprake meer van aequi- 
distantie, zoals in de Euklidische meetkunde. Het is daarom 
van belang om eens na te gaan, welke figuur gevormd wordt 
door de punten, welke alle eenzelfde afstand tot een gegeven 
rechte bezitten. Die figuur wordt in de volgende paragraaf 
onderzocht. 

§ 11. De hypercykel. — In § 6 hebben we reeds opgemerkt, 
dat de Euklidische definitie van parallelen niet vervangen 
mag worden door de definitie, waarin twee rechten parallel 
genoemd worden, wanneer de punten van de ene rechte 
gelijke afstanden hebben tot de andere rechte. Het is immers 
niet zeker, dat de meetkundige plaats van de punten, die 
alle aan dezelfde kant en op gelijke afstanden van een ge¬ 
geven rechte liggen, wederom een rechte is. Inderdaad is dit 
in de niet-Euklidische meetkunde niet het geval, want we 
kunnen bewijzen: 

11, 1. Liggen de punten A, B en C aan dezelfde kant van een 

gegeven rechte m op gelijke afstanden van m, dan liggen A, 
B en C niet op één rechte. 
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De projecties van A, B en C m noemen we opv. 
en Cl, (fig. 11 , 1).'Zonder bezwaar kunnen we aaimcmen, 

dat tussen en C\ ligt. De 
vierhoeken AA^B^B en BB^C^C 
zijn vierhoeken van Saccheri 
en daaruit volgt, dat ABB^ en 
/_ CBB^ scherp zijn, en dus niet 
eikaars nevenhoek kunnen zijn, 
m.a.w. A, B en C behoren niet tot 
één rechte. 

Deze stelling leidt tot de beschouwing van een nieuwe figuur, 
de hypercykel, welke aldus gedefinieerd wordt: Onder een 
hypercykel oi afstandskromme wordt verstaan de meetkundige 
plaats van de punten, welke alle dezelfde afstand hebben tot 
een gegeven rechte. De in de definitie genoemde afstand heet 
de distantie van de hypercykel en de gegeven rechte wordt 
nullijn genoemd. De punten van de hypercykel zijn verdeeld 
over twee takken, die ieder aan een kant van de nullijn zijn 
gelegen; de nullijn is een as van symmetrie voor de hyper¬ 
cykel. In de Euklidische meetkunde is de hypercykel ,,ont¬ 
aard'' in twee rechten. 

Zoals denaam reeds doet vermoeden, is een hypercykel ver¬ 
want met een cirkel. We zullen enige eenvoudige stellingen be¬ 
wijzen, waaruit die verwantschap reeds blijkt. 

Verstaan we onder een koorde van een hypercykel een lijn¬ 
segment, waarvan de eindpunten tot de hypercykel behoren 
en zeggen we verder van punten, waarvan de afstand tot de 
nullijn kleiner is dan de distantie, dat zij kinnen de hypercykel 
liggen, dan geldt: 

11,2. De punten van een koorde van een hypercykel liggen alle 
binnen de hypercykel. 

Bij het bewijs onderscheiden we 
twee gevallen. 

a) De eindpunten A en B van de 
koorde liggen op dezelfde tak van de 
hypercykel, (fig. 11,2). Laat C een punt 
van het segment AB zijn en laat 
verder A^, B^ en de projecties zijn Fig. 11,2. 
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van A, B en C op de nullijn m van de hypercykel. Het 
trapezoid BAA-^B^ is een vierhoek van Saccheri dus 
Z_A^AB= Z_BiBA< |7r. Verder zijn de hoeken ACC^ en 
BCC^ eikaars nevenhoeken, zodat ten minste één van die 
hoeken niet scherp is, bijvoorbeeld /. BCC^. Uit /. BCC^ > 
CBB^ volgt echter op grond van no. 10, 7, dat BB-^ > CC^; 
dus C ligt binnen de hypercykel. 

b) De eindpunten A en B van de koorde liggen op ver¬ 
schillende takken van de hypercykel, 

(fig. 11,3). Dan heeft het segment A B 
een punt D met m gemeen, omdat A 
en B aan weerskanten vanm liggen. 

Zonder bezwaar kunnen we aanne¬ 
men, dat A en C aan dezelfde kant 
van m liggen. Direct is in te zien, 
dat Z. Ai^AC scherp en Z 
stomp is, zodat weer op grond van 
no. 10, 7 geldt: AA^ > CQ. Het 
spreekt vanzelf, dat D binnen de 
hypercykel ligt. 

Ónder een raaklijn in een punt A van een hypercykel ver¬ 
staan we de rechte door A loodrecht op de loodlijn door A 
op de nullijn. Een raaklijn is dus hyperparallel met de nullijn. 
Het punt A heet het raakpunt, 

11,3. Een raaklijn aan een hypercykel heeft slechts één punt met 
de hypercykel gemeen. 



Fig. 11,3. 


Stel B zij een van het raakpunt A verschillend punt van 
^ ^ de raaklijn en A-^, B^ zijn de projec¬ 

ties van 5op de nullijn, (fig. 11,4). 
In het trapezoid BAA^B^ is/_A^AB 
recht, dus Z A^AB > Z B-^^BA, 
Uit no. 10, 7 volgt dan, dat BB^ 
'>AA^, dus B behoort niet tot de 
hypercykel. 



^1 

Fig. 


B, 


11,4. 


Om nu nog een toepassing te kunnen geven van de congruen- 
tiestellingen van trapezoiden bewijzen we: 
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11,4. Door een niet met het raakpunt samenvallend punt op een 
raaklijn aan een hypercykel gaat nog een en slechts één 
tweede raaklijn aan de hypercykel. De afstanden van het 
punt tot de raakpunten zijn gelijk. 

Zij A het gegeven raakpunt en B het gegeven punt op de 

raaklijn door Is de pro- 
jectie van B op de nullijn w, dan 
trekken we uit B een halve 
rechte, die met de halve rechte 
BB^ een hoek maakt gelijk aan 

_ m /_ B^BA, maar aan de andere 

kant van BB^ ligt als A, (fig. 

Fig. 11,5. 11, 5). Zij het punt op die halve 

rechte, dat even ver als A van B 
is verwijderd. Noemen we de projectie van yl' op de nullijn 
A\, dan is trapezoid ABB^A^ ^ trapezoid A'BB^A\ volgens 
no. 10, 2. Dus A'A\ = zodat A' een punt is van de 

hypercykel en /I A\A'B = /_ A-^AB = zodat BA' 
raaklijn is met raakpunt? yl'. 

Laat nu omgekeerd BA' een raaklijn zijn uit B, waarbij 
het raakpunt A' van A verschilt. Is weer A'^ de projectie 
van op w, dan is A'A-^ = AA-^ en dus volgens no. 10, 3 
is Z_ AA'B — /_ A'AB, zodat volgens Euklides I, 5 de lijn¬ 
segmenten AB en A'B gelijk zijn. De stelling van no. 10,2 
leert, dat trapezoid ABB^A^ ^trapezoid A'BB^A'^ en dus 
^ ABBi = Z. A'BB^. Het raakpunt A' is dus geen ander 
dan het boven reeds bepaalde punt A'. De stelling is daarmee 
volledig bewezen. 

Het is niet erg moeilijk om nog tal van andere stel¬ 
lingen van cirkels op hypercykels over te dragen. In het 
volgende zullen we ze evenwel niet nodig hebben en we menen 
met de reeds vermelde voldoende aangetoond te hebben, dat 
het karakter van de hypercykel in vele opzichten met dat 
van de cirkel overeenstemt. 

§ 12.f De oppervlakte van veelhoeken. — In de theorie van 
de oppervlakte van veelhoeken wordt onderscheid gemaakt 
tussen het vergelijken van veelhoeken en het meten van veel- 
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hoeken. In het tweede geval voegt men aan elke veelhoek 
een positief getal toe, de oppervlakte van de veelhoek. 

Bij Euklides is er alleen sprake van het vergelijken 
van veelhoeken. Zijn theorie rust op een aantal axioma's, door 
hem ,,algemene inzichten" genoemd, welke aldus luiden: 

I. Dingen, gelijk aan hetzelfde, zijn ook gelijk aan elkaar. 

II. En als men bij gelijke dingen gelijke voegt, zijn de totalen 
gelijk. 

III. En als men van gelijke dingen gelijke af neemt, zijn de 
resten gelijk. 

VIL En dingen, die op elkaar passen, zijn gelijk. 

VIII. En het geheel is groter dan het deel. 

Voor de toepassing van deze axioma's op veelhoeken is het 
gewenst ze in een enigszins gewijzigde vorm opnieuw te for¬ 
muleren. Als grondbegrippen voeren we zekere relaties in 
tussen veelhoeken 0 en W, namelijk: 

0 is gelijk aan W, afgekort: 0 ^ W,oi ook: 0 heeft dezelfde 
oppervlakte als W. 

0 is groter dan W, afgekort: 0 > !F, of ook: 0 heeft groter 
oppervlakte dan W. In plaats daarvan kan men zeggen: W is 
kleiner dan 0, afgekort: < 0, of ook: heeft kleiner opper¬ 
vlakte dan 0. Wordt het binnengebied 
van een veelhoek 0 door een gebroken 
lijn in twee delen verdeeld, welke door 
veelhoeken 0^ en 0^ begrensd worden, 

(fig. 12, 1), dan heet 0 de som 0^ + 02 
van de veelhoeken 0^ en 0^, we kunnen 
dan ook schrijven: 0^—0 — 0. en 
0^=. 0—0^, 

Met deze begrippen wordt geredeneerd 
uitgaande van de axioma's van Euklides, 
volgt formuleren: 

I. Uit 01= 02, 02= ^3 volgt 01= 03 . 

II. Uit 01= 02 en Ï^ 1 = ï ^2 volgt 0i+ ^i= ^ 2 + ^ 2 - 

III. Uit 01+ Ï^ 1 = 02+ en 01= 02 volgt W^. 
VII. Uit 0 ^ volgt 0= w. 

VIII. 0+ 0. 

Euklides gebruikte bij zijn bewijsvoering meer axioma's 



die we als 
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dan hij uitdrukkelijk had uitgesproken. We voegen aan de 
reeds vermelde nog de volgende toe: 

IV. Van de relaties 0 = W^ 0<W geldt er ten hoog¬ 

ste één. 

V. Uit 0^ > 02 en 02 = 0^ volgt 0^> 0^. 

VI. Uit 0^~ 02 en 0^ > 0^ volgt 02 > 0^^ 

Het is een interessant probleem om na te gaan of in dit 
systeem van axioma’s afhankelijkheid bestaat, anders gezegd: 
of enige van de axioma's met behulp van de overige bewijs¬ 
baar zijn. We zullen ons evenwel hiermee niet bezig houden, 
maar alle acht axioma's als grondslag nemen voor de theorie 
van de oppervlakte van veelhoeken in de niet-Euklidische 
meetkunde. Aan Euklides kunnen we daarbij niets ont¬ 
lenen, omdat hij van begin af aan op het 5e postulaat steunt. 
In de ,,Elementen" vervult namelijk het parallelogram een 
belangrijke rol bij de theorie van de oppervlakte; in de niet- 
Euklidische meetkunde treedt daarvoor de vierhoek van 
Saccheri in de plaats. 

We bewijzen eerst: 


12, 1. De afstanden van de hoekpunten van een driehoek tot een 
rechte door de middens van twee zijden zijn gelijk. 

Laat ABC de gegeven driehoek zijn, P het midden van 
AC en (2 het midden van BC, (fig. 12,2). De projecties van 

A, S en C op de rechte PQ noemen 
we Al, 5i en Q. Uit Euklides I, 26 
volgt direct: 

A APA^ m A CPC-^y dus A A^ 
qB, ^ cCi, 

A BQB^ m [\CQC^y dus BB^ 
~ CQ, q.e.d. 

In dit verband noemen we de 
^ zijde, waarop de middens niet lig- 
Fig. 12,2. gen de basis van de driehoek en de 

andere zijden de opstaande zijden\ 
het tegenover de basis liggende hoekpunt heet de top. Het 
segment tussen de middens van de opstaande zijden noemen 
we de bimediaan en de afstand van de top (en dus ook van de 
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andere hoekpunten) tot de drager van de bimediaan duiden 
we aan als de gereduceerde hoogte van de driehoek. We wijzen 
er op, dat de gereduceerde hoogte niet is de helft van de 
afstand van de top tot de basis. 

Op grond van no. 9, 1 is in een rechthoekige driehoek de 
rechte hoek steeds groter dan ieder der andere hoeken. De 
zijde tegenover die hoek, de hypotenusa, is in verband met 
no. 3, 13 groter dan elk der andere zijden. Daaruit volgt nu 
zonder moeite: Elke opstaande zijde van een driehoek is niet 
kleiner dan het dubbele van de gereduceerde hoogte. 

De in fig. 12, 2 aangegeven vierhoek ABB^A^ is een vierhoek 
van Saccheri met basis AB en toplijn A-^B^. We zullen 
zeggen, dat deze vierhoek met de driehoek geassocieerd is. 

12, 2. De toplijn van een met een driehoek geassocieerde vierhoek 
van Saccheri is het dubbele van de bimediaan. 

Het bewijs volgt direct uit de in no. 12, 1 genoemde con> 
gruente driehoeken. Het resultaat blijft juist, wanneer Q niet 
tussen P en Q ligt. 

Een voor de theorie zeer belangrijke stelling is: 

12,3. Elke driehoek is gelijk aan een met de driehoek geasso¬ 
cieerde vierhoek van Saccheri. 



We gebruiken de notatie van no. 12, 1. Als we het segment 
PQ met zichzelf verlengen, dan ontstaat er een punt R met 
PQ = QR. Op grond van Euklides I, 4 is A PQC ^ A RQB. 
Volgens axioma VII is ' PQC = RQB en volgens 
axioma II is A ABC = vierhoek ABRP. 

We onderscheiden nu twee gevallen: 
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a) P ligt niet buiten het segment 12,3).Uitno. 12,2 

volgt: = 2 PQ = PR, dus: A^P = PR — PB^ = B^R en 

op grond van Euklides I, 4 geldt: A APA^^ m A BRB^. Let¬ 
ten we op de axioma's I, II en VII, dan vinden we: vierhoek 
ABRP = vierhoek ABB^P + A BRB^ = vierhoek ABB^P 
+ A APA^ = vierhoek ABB^A^. Voor dit geval staat dus de 
juistheid van de stelling vast. 

b) P ligt buiten het segment A^B^, laten we aannemen op 
het verlengde van A^B-^, (fig. 12, 4). Dan heeft 4P het punt S 
met BB^ gemeen. Ook nu is weer A APA^ ^ A BRB^ en 
daaruit volgt, dat vijfhoek ABRB^S — vijfhoek ABSPS^. 
Letten we nu tevens op axioma III, dan zien we door weg¬ 
lating aan weerskanten van A B^SP, dat ook nu vierhoek 
ABRP = vierhoek ABB^A, waarmee de juistheid van de 
stelling in dit tweede geval gebleken is. 

12, 4. Driehoeken met gelijke basis en gelijke gereduceerde hoogte 
zijn gelijk. 

Immers de met zulke driehoeken geassocieerde vierhoeken 
van Saccheri zijn congruent en dus gelijk (axioma VII). 
De juistheid van de stelling volgt verder uit axioma 1. 

12, 5. Bij iedere driehoek ABC is een daaraan gelijke driehoek 
ABC' te vinden, waarvan een der opstaande zijden gelijk 
is aan een gegeven lijnsegment, indien het segment groter 
is dan een opstaande zijde AC van de gegeven driehoek. 

notatie van no. 12, 1. Daar 
AC' > AC >2 AA^, snijdt de 
cirkel om A met straal ^ AC' 
de rechte PQ] zij P' een der snij¬ 
punten, (fig. 12,5)enP'C' = AP'. 
Is C'i de projectie van C' op 
PQ, dan is A AP'A-^ A 

C'P'C'i, (Euklides 1,26), en 
dus: C'C'i = AA^ = BB^. Is Q' 
het snijpunt van C'B en PQ, 
dan islA C'Q'C'^ ^ A BQ'B^, 
(Euklides I, 26) en dus Q' het 
midden van BC, m.a.w. de bi- 


We gebruiken weer de 


c' 



Fig. 12,5. 
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mediaan van A ABC' valt op de rechte PQ, Het blijkt, 
dat vierhoek ABB^A^ ook met A ABC' geassocieerd is en 
dus is A ABC — A ABC', (axioma I). 

12, 6. Twee driehoeken zijn gelijk aan twee andere, die in 0en 
zijde overeenstemmen. 

Bij elk der gegeven driehoeken wijzen we een bepaalde zijde 
aan als basis. Ieder der beide driehoeken kan nu volgens 
no. 12,5 worden vervangen door een andere, waarvan een 
opstaande zijde gelijk is aan een gegeven lijnsegment, dat we 
groter kiezen dan de dubbele gereduceerde hoogte van elk der 
gegeven driehoeken. 

Bij het bewijs van de volgende stelling maken we gebruik 
van een eigenschap van een vierhoek van Saccheri, 
die we eerst willen vermelden. Er geldt de stelling: 

12.7. De middelloodlijn van de basis van een vierhoek van 
Saccheri is tevens middelloodlijn van de toplijn, 

We beschouwen de vierhoek van Saccheri ABB^A^, 
welke in fig. 12, 6 is te vinden. Laat M het midden zijn van 
en de projectie van M op A^B^. Blijkbaar ligt N 
tussen A^ en B^, want de rechten AA^, MN en BB^ kunnen 
als loodlijnen op eenzelfde rechte geen punt gemeen hebben, 
(no. 3, 8). De trapezoiden AMNA^ en BMNB^ zijn con¬ 
gruent, (no. 10, 8). Bijgevolg is MN loodrecht op AS en gaat 
MN door het midden van A^B^. 

Men noemt MN de as van de betreffende vierhoek van 
Saccheri. 

We komen nu tot de belangrijke stelling: 

12.8. Twee driehoeken zijn steeds vergelijkbaar. 

Hiermede wordt bedoeld, dat voor twee driehoeken en A^ 

steeds een en slechts één der relaties A^ > A<., A. = A^, 
< ^2 geldt. 

Op grond van de axioma's I, V en VI en de stelling van 
no. 12, 6 mogen we A^ en dg vervangen door daaraan gelijke 
driehoeken, die een gemeenschappelijke zijde AB bezitten, 
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die we als basis voor de beide 
driehoeken kunnen beschouwen. 
Verder willen we aannemen, dat 
de toppen C en C' aan dezelfde 
kant van AB gelegen zijn, (fig. 
12, 6). Zij wederom PQ de bime- 
diaan van A ABC, verder P'Q' 
de bimediaan van A ABC', 
De met de driehoeken ABC 
en ABC' geassocieerde drie- 
hceken van Saccheri heb¬ 
ben dezelfde as, immers, deze 
is de middelloodlijn van de zijde AB. De snijpunten van die 
as met de respectieve toplijnen noemen we N en N'. 

Er kunnen zich nu de volgende drie gevallen voordoen: 

T: MN = MN', Dan hebben ABC en A ABC' dezelfde 
gereduceerde hoogte en, omdat ze de basis gemeen¬ 
schappelijk hebben, ook dezelfde geassocieerde vierhoek 
van Saccheri. De driehoeken zijn in dit geval gelijk. 
2°: MN < MN', Dan moeten omdat PQ noch AB een punt 
met P'Q' gemeen hebben, de punten Q en B aan weers¬ 
kanten van de rechte P'Q' liggen, zodat P'Q' door een 
punt Q" van het segment BQ gaat. Verlengen we het 
segment BQ" met zichzelf, zodat we C" met Q"C" — BQ" 
vinden, dan is A ABC' = A ABC" want deze drie¬ 
hoeken zijn met dezelfde vierhoek van Saccheri 
geassocieerd. Bovendien is BC" = 2 BQ" < 2 BQ — BC, 
zodat C" tussen B en C ligt. Daaruit volgt, dat A ABC" 
<A ABC (Axioma VIII) en dus ook A ABC' < A ABC. 
3°: MN < MN'. Dan vinden we door een redenering als 
onder 2°, maar met verwisseling van A ABC en A ABC', 
dat A ABC' > A ABC. 

Dat slechts één der relaties of voor de 

beide driehoeken kan gelden volgt uit axioma IV. 

12, 9. Is voor de driehoeken A en A^ voldaan aan A > A^, dan 
is er een driehoek A^y zodat geldt: A = A^A" ^ 2 * 

De juistheid van deze stelling blijkt onmiddellijk uit het 
bewijs van de vorige stelling. 



Fig. 12,6. 
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In de Euklidische meetkunde kan aan elke driehoek een 
karakteristiek getal worden toegekend, te weten: het product 
van een zijde en de hoogtelijn op die zijde. Dit product is voor 
gelijke driehoeken gelijk. In de niet-Euklidische meetkunde 
is dit niet geval. 

In de niet-Euklidische meetkunde beschikken we over een 
ander karakteristiek getal, het defect, dat is het supplement 
van de som der hoeken van de driehoek. Daarvoor kunnen 
we de volgende belangrijke stelling bewijzen: 

12, 10. Voor de gelijkheid van twee driehoeken is de gelijkheid 
van hun defecten noodzakelijk en voldoende. 

We beschouwen eerst een driehoek ABC met de daarmee 
geassocieerde vierhoek van Saccheri ABB^A^, (fig. 12, 2). 
Zonder moeite kan met behulp van de in no. 12, 1 genoemde 
congruente driehoeken afgeleid worden, dat de som van de 
beide scherpe hoeken van die vierhoek gelijk is aan de som 
van de hoeken van de driehoek, dus n — d, als d het defect 
is van A ABC. Ieder van die scherpe hoeken is dus gelijk aan 
Jtt — ^d. 

We zullen nu de stelling in twee stappen bewijzen: 

a) Laat A ABC en A ABC' driehoeken zijn met een ge¬ 
meenschappelijke basis AB, terwijl C en C' aan dezelfde kant 
van de rechte AB liggen. In no. 12,8 is gebleken, dat de 
met de driehoeken geassocieerde vierhoeken van Saccheri 
congruent zijn, zodra de driehoeken gelijk zijn. Daaruit volgt 
in verband met het zoeven opgemerkte, dat de beide drie¬ 
hoeken hetzelfde defect hebben. 

Hebben omgekeerd de driehoeken hetzelfde defect, dan zijn 
ze geassocieerd met vierhoeken van Saccheri, die in de 
basis en de daaraan gelegen hoeken overeenstemmen. Die 
vierhoeken zijn volgens no. 10, 9 congruent en daaruit volgt 
de gelijkheid van de driehoeken. 

^ b) Laat nu gegeven zijn A ABC en A A"B"C" opv. met 
defecten ö en d" en zij A"C" > AC. Immers, het geval 
A"C"~ AC is al onder a) besproken en het geval A"C"<AC 
kan behandeld worden door verwisseling van de beide drie¬ 
hoeken. 
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Zoals in no. 12, 5 is gebleken bestaat er een driehoek ABC', 
die gelijk is aan A ABC en waarvoor AC'= A''C". Is nu 
A ABC= A A"B''C", dan is ook A ABC= AA"B"C" 
en uitbet onder a) bewezene volgt de gelijkheid van de defecten 
ö en d". Omgekeerd volgt uit de gelijkheid van die defecten, 
dat A ABC'= A en dus ook A ABC= A A"B"C''. 

Daarmee is het bewijs voltooid. 

Het defect bezit additief karakter. Dit wordt tot uitdrukking 
gebracht door de stelling: 


12, 11. Het defect van een driehoek A, die gelijk is aan de som 
van twee driehoeken en A^ is gelijk aan de som der 
defecten van die driehoeken. 


c 



en dus: 


In no. 12, 8 is gebleken, dat men A 
mag vervangen door de daaraan gelijke 
driehoek ABC en A^ door de daaraan 
gelijke A ABD, waarbij D op de zijde BC 
aangenomen kan worden, (fig. 12, 7). Dan 
is A ADC = zlg- Als we de hoeken van 
A ABC met a, ^ en y aanduiden, geldt 
in verband met de stelling van no. 12 , 10 : 

n — DAB— /_ BDA, 

Ö2=7z — y—ADAC—A. CDA , 


<^1 + ^ 2 = 2jr — — y — a — 7t= n — a — /S — 7 = ó, q.e.d. 


Uit deze en de voorafgaande volgt in verband met de 
stelling van no. 12 , 9 : 


12, 12. Zijn twee driehoeken ongelijk, dan heeft de grootste 
driehoek het grootste defect. 

Voor de theorie van de meting van oppervlakten is de 
volgende stelling van groot belang. We zullen bewijzn: 


12, 13. Een driehoek kan door een hoektransversaal in twee 
gelijke delen verdeeld worden. 
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Laat d het defect zijn van 
A A 5C,(fig. 12,8). We beschou¬ 
wen de met deze driehoek' ge¬ 
associeerde vierhoek van S a c- 
chevi ABBiA^, waarvanMAT 
d:^ as is. Aan dezelfde kant van 
de as als A en Aj^ nemen we 
op de dragers van basis en 
toplijn twee punten F en E 
zodat ML' - NA^ en NE 
= MA, Hettrapezoid FMNE 
is blijkbaar congruent met 
10, 1). Dientengevolge is de 
som der hoeken van de vierhoek FEB^B gelijk aan de som 
der 'hoeken van de vierhoek van Saccheri, dus gelijk 
aan 

TT + a -f- -f- y = 271 -— d, 

De rechte EB verdeelt vierhoek FEB^B in twee congruente 
driehoeken, (no. 3, 1), zodat de som der hoeken van elk van 
deze driehoeken gelijk is aan 7 t — \ö, m.a.w. het défect van 
A B^EB is gelijk aan |(5. 

Daar BC stellig groter is dan BB^ bestaat er öp grond 
van de stelling van no. 12, 5 een driehoek A'BC gelijk aan 
A B^EB, waarvan de top A' met het punt A aan dezelfde 
kant van de rechte BC ligt! Uit de stellingen van no. 12, 10 
en no. 12, 12 vlödt wegens < d onmiddellijk voort dat 
A A'BC kleiner is dan A ABC. Op de in het bewijs van de 
stelling van no. 12, 8 toegepaste manier kan men aantonen 
dat op de zijde BA een punt D ligt, zodat A DBC = A A'BC. 
Voorts besluiten we uit de stelling van no. 12, 11, dat ook 
het defect van A DCA gelijk is aan |(5. Driehoeken met 
gelijke defecten zijn gelijk, zodat inderdaad CD een hoek- 
transversaal is, welke ABC in twee gelijke driehoeken 
verdeelt. > 

We merken nog op dat in tegenstelling met de Euklidische 
meetkunde D niet met M behoeft samen te vallen. 


c 
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We komen nu tot de hoofdstelling. Daarvoor is het echter 
nodig eerst het begrip verhouding van twee driehoeken in te 
voeren. 

Is d een gegeven driehoek, dan duiden we met 2A een 
driehoek aan, die gelijk is aan A A, met 3zl een driehoek, 
die gelijk is aan 2A A, algemeen: met (w + \) A wordt een 
driehoek aangeduid, die gelijk is aan nA + A. Het is ge¬ 
makkelijk in te zien, dat niet bij ieder natuurlijk getal n 
een driehoek nA bestaat. Immers het defect van nA is gelijk 
aan nö, als <5 het defect is van A, en het getal is niet 
voor ieder natuurlijk getal n kleiner dan n. 

Laat nu Ao en Ao twee driehoeken zijn met defecten ^ en èo. 
Onder Co verstaan we het gehele getal, waarvoor geldt: 

CqAq'^ Ao <C {Co "Hl) Ao- 


Is Ao > Aoi dan is Co = 0. 

Een dergelijk getal bestaat steeds, want niet voor ieder 
natuurlijk getal n is n óo < 4. 

Geldt in de zoeven opgeschreven ongelijkheid het gelijk- 
teken, dan heet Co de verhouding van Ao en Ao. In het tegen¬ 
overgestelde geval is er op grond van no. 12,9 een driehoek A^ 
gelijk aan: 

zlj = Ao — Co Ao- 

Verderis in no. 12, 13 bewezen, dat er een driehoek bestaat, 
die gelijk is aan de helft van Ao, dus waarvoor Ao = 2Aj^ is. 
Onder q verstaan we het gehele getal, waarvoor geldt: 

dj < (cj 4" 1) Al- 

Blijkbaar is q gelijk aan 0 of 1. 

Geldt he^^gelijkteken, dan wordt Co -H de verhouding 
van Ao en Ao genoemd. In het tegenovergestelde geval is er 
een driehoek, die we A^ noemen, gelijk aan: 

•^2= zlj 
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terwijl "Ja de driehoek zal zijn, waarvoor geldt = 2^2. Het 
getal C 2 wordt gedefinieerd als het gehele getal, waarvoor geldt: 

^2 ^ 2 ^ ^2 < (^2 + ^ 2 - 

Blijkbaar is Cg gelijk aan 0 of 1. 

We kunnen ons nu voorstellen, (fet we na n stappen zyn 

beland bij twee driehoeken An en An en dat we het getal Cn 

definiëren door: _ 

CnAn^An < + 1 ) An. 

Voor n> 0 is Cn gelijk aan 0 of 1. 

Geldt het gelijkt eken, dan heet het getal 

Co + + • • • + 

de verhouding van Ao en Ao. Geldt het gelijkteken niet, dan 
is er een driehoek An+i gelijk aan: 

An+l = An — Cn An> 

terwijl we 2ü+i kunnen vinden als de driehoek, waarvoor 
geldt 'An = 2d^+i. We kunnen dan weer het gehele getal 
Cn+i definiëren door: 

Cn+l An-^-l'^An-^-l (rn+1 ~\r 1) An+1> 

en hebben daarmee de stap van w op n + 1 verricht; blijkbaar 
is Cn+i weer gelijk aan 0 of 1. 

Wanneer het procédé na n stappen afbreekt doordat er een 

gelijkteken optreedt, is de verhouding van Ao en Ao al gede¬ 
finieerd. Breekt het procédé niet af, dan kunnen we een on¬ 
eindig voortlopende reeks vormen met algemene term ( 

Het door de som daarvan voorgestelde getal heet de ver¬ 
houding van Ao en Ao. . 

We zijn nu tevens in staat het begrip oppervlakte in te 

voeren. Als we do beschouwen als de_eenheid van oppervlakte, 
dan'heet de verhouding van Ao en Ao de oppervlakte van de 
driehoek Ao. Daar de verhouding van Ao en Ao gelijk is aan 
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1, heeft de eenheid van oppervlakte een oppervlakte gelijk 
aan I. 

Het is algemeen bekend, dat de gewone schrijfwijze van de getallen 
m het tientallig stelsel geschiedt. Daardoor is het mogelijk met behulp 
van de tien cijfers 0,1,2, . . ., 9 ieder getal voor te stellen. Zo is bijvooi^ 
beeld 378==3 X 1 x ^ -j- 8, als / een afkorting is voor 9 -{- 1. 
Men kan echter in plaats van het grondtal tien gerust een ander na¬ 
tuurlijk getal > 1 als grondtal nemen. Zou men daarvoor 5 nemen 
dan zou men met de cijfers 0, 1, 2, 3 en 4 kunnen volstaan Het getal 
429 wordt in het 5-tallig stelsel als 3204 (= 3 x 53-1-2x5^ + 
+ 0x5 + 4) geschreven. Bizonder eenvoudig is de schrijfwijze in 
het 2-tallig stelsel, omdat men dan slechts de cijfers Oen 1 nodig heeft. 
In het 2-tallig stelsel kan men bijvoorbeeld 27 schrijven als 11011* 
Naar analogie met de decimale breuken kan men ook z.g. dua/e breuken 
invoeren. Elke af brekende en elke oneindig voortlopende periodieke 
duale breuk is een rationaal getal, terwijl een oneindig voortlopende 
niet-periodieke duale breuk evenals een oneindig voortlopende niet- 
periodieke decimale breuk een irrationaal getal voorstelt Zo is 0 101 
opgevat als een duale breuk gelijk aan 1 x J + 0 X (4)^ + 1 X (i)» 0^625 

(tientallig), terwijl 0,101101 , . . onbepaald en periodiek voortgezet 
gelijk is aan 5/7. 

Men kan natuurlijk een afbrekende breuk formeel in een oneindig 
voortlopende omzetten door achter het laatste van 0 verschillende 
cijfer louter nullen geplaatst te denken. 

We brengen deze eenvoudige zaken hier in herinnering om duidelijk 
te l^ten uitkomen, dat het door ons gevolgde procédé de oppervlakte 
van een driehoek als een geheel getal Cq, vermeerderd met een duale 
breuk 0, 0-^02 . . . voor de dag brengt. 

In dit verband is het nuttig om er even op te wijzen, dat de gevolgde 
methode van meten niet tot driehoeken beperkt is. Men kan op vol¬ 
maakt dezelfde wijze de verhouding van twee lijnsegmenten en na 
keuze van een lengte-eenheid het begrip lengte van een lijnsegment 
invoeren. En op dezelfde manier kan de verhouding van twee hoeken 
bepaald worden en na keuze van de hoek-eenheid de grootte van een 
hoek; Essentieel hierbij is, dat lijnsegmenten evenals hoeken gehal¬ 
veerd kunnen worden. Daaromtrent bezitten we evenwel zekerheid 
op grond van Euklides I, 9 en Euklides I, 10. We zien, dat het meten 
van lijnsegmenten en van hoeken onafhankelijk van het 5e postulaat 
kan geschieden; we wezen hierop reeds in § 5. 

We beschikken nu over de hulpmiddelen om de hoofd- 
stelling te formuleren. 

12, 14. Twee driehoeken verhouden zich als hun defecten. 

We bedienen ons van de zoeven ingevoerde notatie. Stellen 
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we het defect van An gelijk aan dn {n = 0, 1, . . .), m 
van An gelijk aan ön, dan vinden we op grond van de stel 
lingen van no. 12, 11 en no. 12, 12 voor leder geheel getal 
n>0: 

Cn Ön^ dn <Z ifn 4 “ 1 ) ^n, 

terwijl dn = 2dn+i- 

Voor de verhouding van do en do wordt dus precies het¬ 
zelfde getal gevonden als voor de verhouding van Ao en Aq, 
Daarmee is het bewijs reeds geleverd. 

Weinig moeite biedt nu het bewijs van de stelling:* 

12, 15. De oppervlakte van een driehoek met defect d is gelijk 
aan k^d. Hierin is k^ een constante^ die slechts afhangt 
van de keuze van de oppervlakte-eenheid. 

Laat A de geven driehoek zijn en zij A de eenheid van opper¬ 
vlakte. Is ^ het defect van A, dan is de oppervlakte van A 
gelijk aan: 

0(4) - è 

Stellen we 1 /<5= k!^, hetgeen wegens d > 0 geoorloofd is, dan 
vinden we: 

0{A) = k^d, 

Daar steeds d <n vinden we, dat de oppervlakte van 
iedere driehoek kleiner is dan k^n, m.a.w. in de niet-Euklidische 
meetkunde zijn er geen driehoeken met willekeurig grote opper¬ 
vlakte. 

Onder het defect van een n-hoek verstaan we het getal, dat 
men aan de som der hoeken moet toevoegen om [n^2)7t te 
krijgen. Onder de oppervlakte van een n-hoek verstaan we de 
dom der oppervlakten der n —2 driehoeken, waarin de ^-hoek 
soor de diagonalen uit een hoekpunt verdeeld kunnen wor¬ 
den. Dat de keuze van het hoekpunt daarbij niets ter zake 
doet blijkt uit: 
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12, 16 De oppervlakte van een n-hoek met defect d is k^d. 

We nemen een bepaald hoekpunt en trekken daaruit de 
n — 3 diagonalen, waardoor de ;^-hoek verdeeld wordt in ^—2 
driehoeken A^, . . ., Zl^— 2 . De som der hoeken van de drie¬ 
hoek A i zij ai, [i— 1, . . n —2). Is a de som der hoeken van 
de n-hoek, dan is de oppervlakte van de n-hoek: 

0{A^-\-. . . -j- 0 {An —^ 2 ) = k^irc — a-jf) k^{pc, an —^ 2 ) 

= k^{{n — 2)71 — ((Tl + . . . +ö',^— 2 )) 

= k^[{n — 2)71 — cr) = k^d. 

§ 13. De parallelentheorie. — In de niet-Euklidische meet¬ 
kunde wordt aan de term ,,parallel'' een andere betekenis 
gehecht dan in de Euklidische meetkunde. Weliswaar hebben 
in de niet-Euklidische meetkunde parallele rechten evenmin 
een punt gemeen, maar omgekeerd zullen in de niet-Eukli¬ 
dische meetkunde rechten, die elkaar niet snijden, niet steeds 
parallel heten. 

We gaan uit van een rechte b en een niet op b gelegen punt 
A, waarvan de projectie op b met aangeduid zal worden, 
^ p (fig. 13, 1). De halve rechte AP 

loodrecht op AA-^ heeft met b 

‘—... p geen punt gemeen, (Euklides 

I, 27). De halve rechte AA-^ is het 
^ ^ voorbeeld van een halve rechte 

- - - —b eindpunt A, die wel een punt 

Fig 13 j met b gemeen heeft. We vormen 

nu twee verzamelingen van halve 
rechten. Tot de eerste verzameling, behoren AP en alle 
van A uitgaande halve rechten binnen A^AP, die geen 
punt met b gemeen hebben. Tot de tweede verzameling. Cl, 
behoren en alle van A uitgaande halve rechten binnen 
/I A^AP, die wel een punt met b gemeen hebben. Geen der 
verzamelingen ^ en Cl is dus leeg. De hoek, die een wille¬ 
keurige halve rechte van ^ met ^4^41 maakt is groter dan de 
hoek, die een willekeurige halve rechte van £l met AA^ maakt. 
We kunnen dit op de volgende wijze inzién. Laat n.1. A Q, 
met Q op b, een halve rechte van Cl zijn en zij AP' een halve 
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rechte van Zou A-^AP' < /. A^AQ zijn, dan zou AP' 
binnen /I A^AQ verlopen en AP' zou dan noodzakelijk een 
snijpunt met b moeten bezitten, terwijl juist geen der halve 
rechten van ^ een snijpunt met b heeft. Deze tegenspraak 
bewijst, dat alleen /, A^AP' > /. A^AQ waar kan zijn, om¬ 
dat /. A^AP'= /_ Aj^AQ zou betekenen, dat AP' en AQ 
samenvallen, zodat ook dan AP' een punt met b gemeen zou 
hebben. 

Onder deze omstandigheden is er ten minste één halve rechte 
AR, die de verzamelingen ^ en £l scheidt, d.w.z. iedere van 
AR verschillende halve rechte in ^ maakt met AA^ een 
hoek, die groter is dan /_ A^AR en iedere van AR verschil¬ 
lende halve rechte in Q maakt met .4^41 een hoek, die kleiner 
is dan /_ A^AR. 

We beweren, dat AR geen punt met b gemeen heeft. Zou 
dit wel het geval zijn, dan kunnen we dat punt gerust R 
noemen. Op het verlengde van het segment A^R zouden we 
dan een punt Q kunnen aannemen en dan zou Z. A^AQ > 
Z_ A-^AR zijn, terwijl toch, zoals wé reeds zagen, Z < 

Z A-^AR moet zijn. De onderstelling, dat de halve rechte AR 
een punt met b gemeen heeft, leidt dus tot een tegenspraak. 

Deze inleidende beschouwingen kunnen dienen om de vol¬ 
gende stelling te bewijzen: 

13, 1. Is b een willekeurige rechte en A een niet op b gelegen 
punt, dan is A eindpunt van twee halve rechten AR en 
AL, die niet tot één rechte behoren, geen punt met b gemeen 
hebben, symmetrisch liggen ten opzichte van de loodlijn 
door A op b, terwijl iedere van A uitgaande halve rechte 
binnen Z LAR met b een punt gemeen heeft. 

Laat 4^ de projectie van A b zijn. We hebben zoeven 
gezien, dat aan de ene kant van AA-^ een b niet snijdende 
halve rechte A R bestaat met de eigenschap, dat iedere van A 
uitgaande halve rechte binnen Z A^AR een punt met b 
gemeen heeft. Eveneens bestaat er aan de andere kant van 
AA^ een halve rechte AL, die met b geen punt gemeen heeft, 
terwijl iedere van A uitgaande halve rechte binnen Z A^AL. 
een snijpunt met b oplevert. 
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Fig. 13,2. 


We bewijzen nu eerste dat ^ A^AR en /I gelijk zijn. 

Daartoe maken we de onderstelling, dat ze Qngelijk zijn¬ 
dan is één ervan de kleinste; zonder bezwaar kunnen we aan¬ 
nemen, dat Z. A^AL < Z ^i-^i^is. We kunnen dan Z A^AL 

aan de andere kant van AAj^ 
afpassen en vinden binnen 
Z_ A^AR een van A uit¬ 
gaande halve rechte, die bin¬ 
nen Z verloopt en dus 

een snijpunt Q met b bezit, 
(fig. 13>2).Laat Q'het punt 
zijn op de halve rechte AL, waarvoor AQ'= A Q. Op grond 
van Euklides I, 4 is A = A dus ^Q'Aj^A 

= Z m.a.w. Q' ligt op b en AL heeft een punt 

met b gemeen. Dit is evenwel absurd, de gemaakte onder¬ 
stelling moet onjuist zijn. 

Tot zover hebben we resultaten gevonden, die zowel in de 
Euklidiêche als in de niet-Euklidische meetkunde geldig zijn. 
Nu gaan we echter het postulaat van no; 9, 1 gebruiken en 
daaruit afleiden, dat Z A^AR scherp is, een resultaat, dat 
zich niet met het 5e postulaat laat rijmen. Laat Q een punt 
zijn op b, dat met R aan dezelfde kant van: is gelegen. 

We denken ons de halve rechte ZP zodanig met AR aan 
dezelfde kant van ZZ^ getrokken, dat /_ PAQ= /_A^QA. 
Op grond van Euklides I, 27 heeft ZP geen punt met b ge¬ 
meen en dus is /_ A^AR^/_ A^AP. Verder is Z A^AP 
= /_A^AQ + Z QAP - Z A^AQ + Z A^QA < (no. 
9, 1), Dus AR en eveneens ZL maken scherpe hoeken met 
ZZi, zodat ze niet tot één rechte kunnen behoren. 

De bewering, dat iedere van Z uitgaande halve rechte 
binnen Z LAR een punt met b gemeen heeft, vereist na het 
voorgaande geen nadere toelichting. 

Een karakteristiek onderscheid tussen de Euklidische en de 
niet-Euklidische meetkunde is gelegen in de omstandigheid, 
dat in het tweede geval de naam „paralleF' eerst voor halve 
rechten ingevoerd wordt. 

De halve rechte ZZ' heet parallel met de halve rechte 
BB', wanneer die halve rechten geen punt gemeen hebben^ 
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terwijl iedere van ^ uitgaande halve rechte binnen /_ BAA' 
een punt met de halve rechte BB' gemeen heeft; natuurlijk 
zijn A en B verschillende punten. 

Uit deze definitie volgt reeds dadelijk, dat parallele halve 
rechten aan dezelfde kant van de verbindingslijn van haar 
eindpunten liggen. 

Als eerste stelling over parabelen zullen we bewijzen: 

13, 2. Een gegeven punt A niet behorende tot de drager van een 
gegeven halve rechte BB' is eindpunt van een en slechts 
één halve rechte AA', die parallel is met BB', 

In no. 13, 1 is bewezen, dat A het eindpunt is van twee 
halve rechten AA' en AA", 

(fig. 13, 3), die de rechte BB' 
niet snijden, terwijl iedere 
van A uitgaande halve rechte, 
die binnen de uitspringende 
hoek A'AA" ligt een snijpunt 
met die rechte oplevert. We Fig. 13,3. 

kunnen daarbij aannemen, 

dat A' en B' aan dezelfde kant van AB liggen. Iedere halve 
rechte uit A binnen ^ BAA' heeft dus stellig een punt met 
de rechte BB' gemeen en dus ook met de halve rechte BB', 
omdat de halve rechten BB' en AA' aan dezelfde kant van 
liggen. Op grond van de definitiefs dus de halve rechte 
AA' parallel met de halve rechte BB', 

Zij AA'" een halve rechte uit A, die eveneens parallel is met 
de halve rechte BB'. Omdat AA' geen punt met BB' gemeen 
heeft, kan AA' niet binnen BAA'" liggen. Evenmin kan 
AA'" binnen /I BAA' liggen, want AA'" heeft geen punt 
vnet pB' gemeen. .Daar verder de halve rechten AA' en 
AA'" aan dezelfde kant van AB liggen, moeten ze dus sa¬ 
menvallen, zodat van A slechts één halve rechte uitgaat, die 
met de halve rechte BB' parallel is. 

Twee halve rechten op dezelfde drager heten gelijkgericht, 
wanneer één van beide geheel tot de andere behoort. 

13, 3. Is de halve rechte AA' parallel met de halve rechte BB', 
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dan is AA' ook parallel met iedere halve rechte BoB'o, 
die met BB' gelijkgericht is. 

De juistheid van de bewering voor het geval, waarbij Bo 
op de halve rechte BB' ligt, volgt onmiddellijk uit de defi¬ 
nitie van „parallel”. Laat nu Bo 
op het verlengde van de halve 
rechte5B'liggen, (fig. 13,4). Een 
van A uitgaande halve rechte 
binnen /I BoAA' kan met AB 
samenvallen, óf wel binnen 

BoAB liggen, óf wel binnen Fig. 13,4. 

^ liggen. In alle gevallen 

heeft die halve rechte een punt met de halve rechte BqBo 

gemeen, q.e.d. ,, , • * 

We zullen zeggen, dat de halve rechte AA parallel is met 
de rechte b, wanneer AA' parallel is met een tot b behorende 
halve rechte BB'. Op grond van de zoeven bewezen stelling 
is het onverschillig, waar men B o'p b gekozen denkt, lijk¬ 
baar zijn de in de stelling van no. 13, 1 genoemde halve rechten 
AL en AR parallel met b. 

Meer moeite kost het bewijs van de volgende stelling. 

13, 4. Is de halve rechte AA' parallel met de rechte b, dan is 
iedere met AA' gelijkgerichte halve rechte parallel met b. 

Om de stelling te bewijzen moeten we twee gevallen onder¬ 
scheiden; 

a) In het eerste geval is het eindpunt Ao van de met AA' 

gelijkgerichte halve rechte een 
punt van de halve rechte AA' 
zelf, (fig. 13, 5). Zonder bezwaar 
kunnen we A' op het verlengde 
van het segment AAo gelegen 
denken. Zij AoP een van Ao 
uitgaande halve rechte binnen 
Z_BAoA', waarbij B het eindpunt 
is van een op b gelegen halve 
rechte BB', waarmee ^^'parallel is. Verder kunnen weons tot 




§ 13. DE PARALLELENTHEORIE 


67 


het geval beperken, dat en P aan dezelfde kant van b liggen, 
daar ingeval Ao en P aan weerskanten van b gelegen zijn 
AoP een snijpunt met b oplevert en we met het bewijs reeds 
klaar zijn. De halve rechte AP ligt binnen BAA' en heeft 
dus een punt Q met BB' gemeen, daar AA' parallel met BB' 
is. De rechte AoP snijdt de zijde AQ van A ABQ en gaat 
door geen van de hoekpunten; dan moet AqP óf wel het 
segment AB, óf wel het segment BQ snijden. Een snijpunt 
met is niet aanwezig, omdat P en AB aan weerskanten 
van de rechte AqB liggen; er blijft dus als enige mogelijk¬ 
heid, dat de rechte AqP een punt met het segment BQ en 
dus met de halve rechte BB' gemeen heeft, m.a.w. de halve 
rechte AqA' is parallel met de rechte b, 

b) In het tweede geval is een punt pp het verlengde 
van de halve rechte AA' , (fig. p 
13,6). We beschouwen een van A o 
uitgaande halve rechte binnen 
^ BAqA' en nemen op het ver¬ 
lengde daarvan een punt P. Het 
verlengde van het segment PA 
ligt dan binnen ^ BAA' en 
heeft dus een punt Q met de 
rechte BB' gemeen. Daar AB 
twee punten, ieder op een been 
van /I BAqA' verbindt, heeft 
het verlengde van PAo een punt 
met AB gemeen. De rechte PAoy die de zijde AB van ABQ 
snijdt en niet door een der hoekpunten gaat moet dus nog 
een van de andere zijden snijden. AQ komt daarvoor niet 
in aanmerking, dus is het BQ, zodat de aangenomen 
halve rechte uit Ao binnen BAoA' een snijpunt met 
BB' bezit. Ook nu blijkt de halve rechte AoA' parallel 
met BB' te zijn. Daarmee is het bewijs van de stelling 
voltooid. 

We kunnen nu aan de term „parallel” een tweede uit¬ 
breiding geven. De rechte a heet parallel met de rechte b, 
wanneer een tot a behorende halve rechte AA' parallel is 
met 5. Blijkbaar is het op grond van de zo juist bewezen 
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stelling onverschillig, waar men het punt A op a gekozen 
denkt. 

Er geldt nu de merkwaardige stelling: 

13, 5. Door een punt A niet gelegen op een rechte a gaan twee en 
niet meer dan twee rechten, die met a parallel zijn. 

Een punt B op a bepaalt twee halve rechten BB' en BB", 

waarvoor a de drager is, (fig. 13, 7). 
Het punt A is eindpunt van een 
en slechts één halve rechte AA', 
ff die parallel is met BB' en van een 
en slechts één halve rechte AA", 
^ die parallel is met BB", (no. 13, 2). 
De halve rechten AA' en AA" be¬ 
horen tot twee verschillende rech¬ 
ten (no. 13, 1), die rechten door A 
parallel met a zijn, terwijl uit het bewijs tevens volgt, dat er 
geen andere zijn, q.e.d. 

De beide rechten door A parallel met a vormen twee paar 
overstaande hoeken. De rechten door A, gelegen binnen het 
ene paar overstaande hoeken, hebben een punt met a gemeen; 
de rechten door A, binnen het andere paar overstaande hoeken, 
hebben geen punt met a gemeen. We zullen later bewijzen, 
dat de het laatst genoemde rechten hyperparallel met a 
zijn. We zien dus, dat in de niet-Euklidische meetkunde door een 
punt A, niet behorende tot een rechte a, oneindig veel rechten moge¬ 
lijk zijn, die a niet snijden. 

De in de definitie van parallele rechten optredende sto¬ 
rende omstandigheid, dat de rechten daarin niet verwissel¬ 
baar optreden, is slechts in schijn aanwezig, want we kunnen 
een stelling bewijzen, die de wederkerigheid van het paralle- 
lisme tot uitdrukking brengt. De stelling luidt: 

13, 6. Is de rechte a parallel met de rechte h, dan is ook de rechte 
b parallel met de rechte a. 

Op a ligt dus een halve rechte AA', die parallel is met 
een op b gelegen halve rechte BB', (fig. 13,8). De bisectrix 
van /_ BAA' snijdt b in Q on daar AQ twee punten ieder 
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opeenbeen Y^n/_ABQ verbindt, heeft de bisectrix /_ABB' 
een punt P met AQ gemeen. Zij Aq de projectie van P op o: 
en Bo de projectie van P op h. 

Is nog Co de projectie van 
P op AB, dan is A PAAq 
^APACoenA PBBo^ APBCo, 

(Euklides 1,26). Dus: PAo 
= PCo = PBo. 

Zij d de rechte, waarlangs de 
deellijn van A AqPBq valt. 

Het is gemakkelijk in te zien, 
dat a en b symmetrisch liggen 
ten opzichte van d, want omklapping van de figuur om d 
verwisselt de punten Aq en Po, terwijl a als rechte loodrecht 
op PAo wordt omgewisseld met b, als rechte loodrecht op 
PBo. We zorgen er nu verder voor, dat A' op het verlengde 
van het segment AAo en P' op het verlengde van het seg¬ 
ment BBo ligt. Dan zijn de halve ^rechten AoA' en PoP' 
parallel, (no. 13, 3enno. 13,4). Een van Po uitgaande halve 
rechte binnen A AoBoB' correspondeert op grond van de 
zoeven vermelde symmetrie ten opzichte van d met een van 
Ao uitgaande halve rechte binnen A BoAoA', Daar deze 
laatste PoP' snijdt, moet de eerste AoA' snijden, q.e.d. 

Tevens is nu bewezen: 

13, 7. Zijn twee rechten parallel, dan is er steeds een rechte ten 
opzichte waarvan de beide rechten symmetrisch gelegen 
zijn. 

Een belangrijke eigenschap is de transitiviteit van het paral- 
lelisme. Er geldt namelijk de stelling: 

13, 8. Wanneer twee halve rechten parallel zijn met een derde 
halve rechte, dan zijn ze onderling parallel. 

Laat gegeven zijn, dat de halve rechten PP' en CC' pa¬ 
rallel zijn met de halve rechte AA'. Om aan te tonen, dat 
ook PP' en CC' parallel zijn, moeten we twee gevallen apart 
beschouwen. 

a) We beschouwen eerst het geval, dat AA' tussen de 

Niet-Euklidische Meetkunde. 6 
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Fig. 13,9. 


dragers van 5 jB' en CC' is gelegen, (fig. 13, 9). Dan hebben BB' 
en CC' stellig geen punt gemeen en het lijnsegment BC snijdt 
de drager van ^4^4' in ^o. We mogen aannemen, dat A' buiten 

het segment AAo ligt als niet toe¬ 
vallig Ao met A samenvalt. Een 
halve rechte met eindpunt B bin¬ 
nen /I CBB' heeft een punt P 
met de halve rechte AoA' gemeen 
en als we aannemen, dat A' zelfs 
op het verlengde van het seg¬ 
ment AoP ligt, hetgeen natuur¬ 
lijk zonder bezwaar kan, dan 
ligt het verlengde van het segment BP binnen /. CPA' en 
heeft een punt met CC' gemeen, omdat ook PA' parallel is 
met CC'. Daarmee is dan echter bewezen, dat BB' en CC' 
parallel zijn. 

b) Thans beschouwen we het geval, dat BB' en CC' aan 
dezelfde kant van de drager van AA' liggen. Zouden de halve 
rechten BB' en CC' een punt P gemeen hebben, dan zou P 
eindpunt zijn van twee halve rechten, die parallel zijn met 
AA'y in tegenspraak met no. 13, 2. Zonder bezwaar kunnen 
we aannemen, dat en BB' aan weerskanten van de drager 
van CC' liggen. We denken ons van B uitgaande de halve 
rechte BB" parallel met CC'. Op grond van het onder a) 
gevondene is BB" parallel met en daar ook BB' pa¬ 
rallel is met AA', moeten BB' en PP "samenvallen, (no. 13, 2). 
Daarmee is de stelling volledig bewezen. 


§ 14. Oneindig verre punten. — Het zal in het volgende 
meer dan eens blijken, dat parallele rechten zich als snijdende 
rechten gedragen. Om deze eigenaardigheid te accentueren 
voert men een op het eerste gezicht paradoxaal lijkende 
spreekwijze in. Men zegt namelijk, dat een halve rechte een 
oneindig ver punt bepaalt en dat twee parallele halve rechten 
hetzelfde oneindig verre punt bepalen, of ook, dat ze door 
hetzelfde oneindig verre punt gaan, of nog anders, dat het 
oneindig verre punt op de beide halve rechten is gelegen. Zijn 
de halve rechten niet parallel, dan zeggen we, dat ze ver- 
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schillende oneindig verre punten bepalen. Ook van de dragers 
van parallele halve rechten, dus parallele rechten, zullen we 
zeggen, dat ze het door de parallele halve rechten bepaalde 
oneindig verre punt gemeen hebben, of ook, dat ze door dit 
oneindig verre punt gaan. 

Men mag deze wijze van uitdrukken niet verkeerd opvatten. 
Aan het feit, dat parallele rechten geen punt gemeen hebben, 
wordt niets veranderd. Het oneindig verre punt is veeleer een 
symbool, het voortbrengsel van een terminologische kunstgreep, 
waarmee een bepaald aspect van parallele rechten tot uiting 
komt. Het nut van de nieuwe spreekwijze blijkt vooral bij de 
formulering van een aantal stellingen betreffende parallele 
rechten, waardoor de overeenkomst in gedrag van parallele 
rechten en snijdende rechten met meer nadruk naar voren 
komt. 

We kunnen hiervan reeds dadelijk een voorbeeld geven. 
Oneindig verre punten zullen we, evenals gewone punten, met 
hoofdletters aanduiden, maar ter onderscheiding van gewone 
punten van de index oo voorzien. Wanneer we zeggen, dat 
de rechten a en b het oneindig verre punt gemeen hebben, 
drukken we daarmee uit, dat de rechten a en h parallel zijn, 
maar tevens impliceert de nieuwe spreekwijze de verwissel¬ 
baarheid van a en b. Dat is evenwel juist de inhoud van de 
stelling van no. 13, 6. Verder kunnen we zeggen, dat, zodra 
de rechten a en b het oneindig verre punt gemeen hebben 
en de rechten a en c eveneens het oneindig verre punt 
gemeen hebben, de rechten b en c datzelfde oneindig verre 
punt gemeen hebben. Immers deze bewering is niets anders 
dan de stelling van no. 13, 8. 

Een ander voorbeeld van het nut van de nieuwe spreek¬ 
wijze levert de stelling: 

14, 1. Door een punt A en een oneindig ver punt gaat een 
en slechts één rechte. 

Laat B het eindpunt zijn van een halve rechte, die het on¬ 
eindig verre punt B^ bepaalt. Ligt A op de drager van die 
halve rechte, dan is die drager de in de stelling genoemde 
echte. Behoort A niet tot die drager, dan is A eindpunt 






parallel is en de drager daarvan is de in de stelling genoemde 
rechte. 

We kunnen dus de rechte door A en het oneindig verre 
punt ondubbelzinnig door AB^ voorstellen. 

Het is duidelijk, dat een rechte twee oneindig verre punten 
bezit, omdat een punt van die rechte daarop twee halve rechten 
bepaalt, die niet parallel zijn en die ieder een oneindig ver 
punt aanwijzen. Is a een rechte met de beide oneindig verre 
punten B^ en en behoort het punt A niet tot a, dan zijn 
de rechten AB^ en AC^ de beide parabelen door A, welke 
in de stelling van no. 13, 5 genoemd zijn. 

Alle oneindig verre punten vormen een verzameling, die 
blijkbaar enige gelijkenis bezit met een cirkel. Wanneer men 
voor een gedurfde beeldspraak niet terugschrikt, zou men 
kunnen zeggen, dat alle oneindig verre punten van het vlak 
de horizon van het vlak vormen en dat parabelen elkaar juist 
op de horizon snijden. Een dergelijk beeld mag natuurlijk niet 
als basis voor redeneringen gebruikt worden, maar het bezit 
toch wel heuristische waarde. 

Dat twee punten van de horizon steeds een rechte bepalen 
wordt uitgedrukt door de stelling: 

14, 2. Door twee oneindig verre punten A^ en B^ gaat een en 
niet meer dan één rechte, 

We zullen eerst aantonen, dat door A^ en B^ niet meer 
dan één rechte mogelijk is. Immers, zouden aenb twee rechten 
zijn door A^ en B^, dan zouden de door een punt C van a 
gaande rechten CA^ en CB^ parabel zijn met b en toch 
samenvallen, in strijd met de stelling van no. 13, 5. 

Meer inspanning vraagt het bewijs van de bewering, dat 
door enB^ ten minste één rechte gaat. We kunnen zonder 
bezwaar aannemen, dat de halve rechten, die A^ en B^ 
bepalen, een gemeenschappelijk eindpunt C hebben en verder, 
dat de halve rechten CA^ en CB^ niet tot één rechte be¬ 
horen, omdat anders het bestaan van de rechte door A^ en 
B^ niet meer aangetoond behoeft te worden. 

We denken ons de bisectrix van A^CB^ aangebracht. 
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(fig. 14,1). Zij Po een punt van de halve rechte CA^ en Qo de 
projectie daarvan op de bisectrix. We verlengen het segment 
C Qo met QoQi = C Qo en richten in de loodlijn op de bisectrix 
op. Er zijn dan twee moge¬ 
lijkheden; óf wel deloodlijn 
snijdt CA^ in óf wel 
de loodlijn heeft geen punt ^ 
met CA^ gemeen. In het 
eerste geval verlengen we 
het segment QoQ-i met 
Q1Q2 = CQ^ en brengen Fig. 14,1. 

door ^2 loodlijn aan op 

de deellijn. Heeft deze loodlijn een punt met CA^ gemeen, dan 
noemen we dat P^- Laten we nu aannemen dat er zofz + 1 
punten Qo, . . Qn, (n>% gevonden zijn met de eigenschap, 
dat de loodlijnen door die punten op de bisectrix de halve 
rechte CA^ in Po, . . Pn snijden. In /\CPoQo is de som 
der hoeken gelijk aan n — ó, met ó > 0. In A CPoQi is de 
som der hoeken gelijk aan n — 26, want ACPoQo ^AQiPoQo- 
Verder is A CPoQi een deel van A CP^Q^, zodat het defect 
van die laatste driehoek groter is dan 26 (no. 12, 11). Op deze 
wijze voortgaande kunnen we vinden, dat het defect van 
A CPnQn groter is dan 2^5. Het getal 2^(3 is voor voldoend 
grote waarden van n groter dan n, zodat er dus een grootste 
waarde van de index n moet bestaan, waarbij een punt Qn be¬ 
hoort met de eigenschap, dat de loodlijn in Qn op de 
bisectrix een punt Pn met CA^ gemeen heeft. Verlengen 
we dan het segment CQn met QnQn-hi = CQn, dan heeft 
de loodlijn door Qn+i op de bisectrix geen punt met CA^ 
gemeen. 

We kunnen nu de punten van de bisectrix in twee niet-lege 
verzamelingen onderbrengen. In de verzameling £l komt ieder 
punt Q van de bisectrix met de eigenschap, dat de loodlijn 
in Q op de bisectrix een punt met CA^^ gemeen heeft. In de 
verzameling komt ieder punt P van de bisectrix met de 
eigenschap, dat de loodlijn door R op de bisectrix geen punt 
met CA^ gemeen heeft. 

Is Q een willekeurig punt van Cl en R een willekeurig punt 
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van 9Ï, dan is CQ < CR. Immers, CQ= CR kan niet en zou 
CQ '> CR zijn, dan zou de loodlijn door R op de bisectrix 
een punt gemeen moeten hebben met een der segmenten 
CP of PQ, als we P het snijpunt noemen van de loodlijn 
door Q op de bisectrix met CA^. Een snijpunt met PQ is 
echter uitgesloten, omdat twee loodlijnen op eenzelfde rechte 
elkaar niet snijden. Dus de loodlijn door R zou een punt 
van CP moeten bevatten, terwijl R toch tot de verzameling 
91 behoort. We vinden blijkbaar een contradictie. 

Onder deze omstandigheden is er een punt 5, dat de ver¬ 
zamelingen Cl en 9Ï scheidt, d.w.z. ieder van 5 verschillend 
punt van d ligt tussen C en 5, terwijl ieder van 5 verschillend 
punt van 91 op het verlengde van het segment CS ligt. We 
beweren, dat de loodlijn door 5 op de bisectrix door gaat. 
Vooreerst kan gemakkelijk worden ingezien, dat die loodlijn 
geen punt met CA^ gemeen heeft. Zou dit namelijk wel het 
geval zijn, dan zou, als we het snijpunt Po noemen, op het 
verlengde van het segment CPo een punt Po kunnen worden 
aangenomen, waarvan de projectie op de bisectrix noodwendig 
op het verlengde van het segment CS moet liggen en toch 
tot Cl moet behoren, hetgeen niet mogelijk is. 

Laat 5' een punt op de loodlijn door S op de bisectrix zijn, 

dat met de halve rechte CA^ 
aan dezelfde kant van CS ligt, 
(fig. 14, 2), en zij D een punt op 
een van 5 uitgaande halve 
rechte binnen ^ CSS'. Het 
spreekt vanzelf, dat S en D aan 
dezelfde kant van de rechte 
CA^ gedacht worden, want an¬ 
ders weten we al, dat de halve 
rechte SD een punt van CA^ 
bevat. De projectie Q van D op de bisectrix valt tussen C en S 
en dus snijdt de loodlijn door Q op de bisectrix de halve rechte 
CA^ in een punt P. Daar SD de zijde PQ van A PQC snijdt 
en de zijde QC niet kan snijden, moet SD een punt van de zijde 
CP, dus van CA^ bevatten. Daarmee is echter bewezen, dat 
55' parallel is met de halve rechte CA^ en dus door A^ gaat. 
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Het is niet moeilijk om te bewijzen, dat de rechte SS' ook 
door gaat. Zij namelijk het van verschillende 
oneindig verre punt van SS'. De halve rechten en CB'^^ 
liggen symmetrisch ten opzichte van CS, (no. 13, 1), en daar 
CA^ en CB^ eveneens symmetrisch ten opzichte van CS 
liggen, zijn B'^ en B^ dezelfde oneindig verre punten, q.e.d. 

Omdat een rechte door zijn beide oneindig verre punten 
volledig bepaald is, kunnen we een rechte door de oneindig 
verre punten A^ en B^ ondubbelzinnig door A^B^ voor¬ 
stellen. 

De analogie tussen gewone punten en oneindig verre punten 
gaat vrij ver, hetgeen ook uit de volgende stelling blijkt. 


14, 3. Door een gegeven oneindig ver punt niet behorende tot een 
gegeven rechte gaat een en slechts één loodlijn op die rechte 
(Analogon van Euklides I, 12). 


Zij a de gegeven rechte en het gegeven oneindig verre 
punt, (fig. 41, 3). Het eindpunt C van een 
halve rechte, waardoor A ^ bepaald wordt, 
kunnen we op a aannemen. Het spiegel¬ 
beeld van die halve rechte ten opzichte van 
a zij een halve rechte uit C, die een van 
A^ verschillend oneindig ver punt be¬ 
paalt. Daar de bisectrix van /_ A^CB^ 
tot a behoort is de verbindingslijn A^B^ 
loodrecht op a, zoals in no. 14,2 is gebleken. 

Verder is er geen tweede loodlijn door A^ 
op a, omdat twee loodlijnen op een zelfde 
rechte niet parallel kunnen zijn, (vgl. no. 

13, 1). 



Het snijpunt A^ van amet A^ B^ heet 


Fig. 14,3. 

de projectie van A^ op a; blijkbaar is volledig bepaald. 

Parallele rechten bezitten asymptotisch karakter. Om daar¬ 
over een stelling te kunnen formuleren zullen we afspreken, 
dat een punt B op de rechte AC^ dichter dan A hij is 
gelegen, wanneer B tot de halve rechte AC^ behoort. Er geldt 
de stelling: 
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14, 4. De afstanden van de punten van één van twee paratlete 
rechten tot de andere nemen af, naarmate de punten dichter 
bij het gemeenschappelijke oneindig verre punt liggen. De 
afstanden zijn willekeurig klein voor punten, die voldoend 
dicht bij het gemeenschappelijke oneindig verre punt 
liggen. 


Laat a en è de beide parallelen zijn en C„ het gemeen- 


A 



Fig. 14,4. 


/_ AiAC^^en /_ scherp, 

stomp. In het trapezoid ABB^ 


schappelijke oneindig verre 
punt. Verder beschouwen 
we op a twee punten A en B, 
waarbij B dichter dan A bij 
ligt, (fig. 14,4). De projec¬ 
ties van die punten op b zijn 
en Bi. Daar AC^ en BC^ 
parallel zijn met b, zijn 
(no. 13, 1), en dus is /. ABB^ 
is AAi> BBi, op grond 


van no. 10, 7. Het eerste deel van de stelling is daarmee be¬ 


wezen. 


Zij Q een willekeurig punt van het segment AA^. Door Q 
denken we ons de rechten QC^ en QD^, waarbij D^ het 
van verschillende oneindig verre punt van b is. Het ver¬ 
lengde van de halve rechte QD^ ligt binnen A QC^ en 
snijdt dus AC^ in een punt, dat we B noemen. Verlengen 
we het segment AB met BP= BQ en is de projectie 
van P op b, dan zijn, omdat ^ PBB^ = /_ QBB^, de Ira- 
pezoiden BPP^B^ en BQA^B^ congruent, (no. 10,2), en dus 
PPi== QA^. Daar men het segment QA^ willekeurig klein 
kan nemen is er dus op a een punt, waarvan de afstand tot b 
willekeurig klein is. 

Uit de stelling van no. 10, 10 volgt direct: 


14, 5. De afstanden van de punten op één van twee parallele 
rechten tot de andere nemen toe, naarmate de punten verder 
van het gemeenschappelijke oneindig verre punt af liggen. 
Ze zijn willekeurig groot voor punten, die voldoend ver van 
het gemeenschappelijke oneindig verre punt verwijderd zijn. 
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De 'overeenkomst van de beide laatste stellingen met 
‘‘de in no. 10, 11 gevonden resultaten springen duidelijk in 
het oog. 

§ 15. AsymptOtische driehoeken. — Het ligt voor de hand 
om te trachten het begrip „driehoek” uit te breiden voor het 
geval, dat één of meer hoekpunten in het oneindige liggen. 
We zullen eerst driehoeken beschouwen met één oneindig 
ver hoekpunt. 

Onder een enkelvoudig-asymptotische driehoek verstaan we 
de figuur van twee parallele halve rechten tezamen met het 
door de eindpunten daarvan bepaalde lijnsegment. 

Zijn ^ en 5 de hoekpunten en het oneindig verre punt, 
dan heten /_C^AB= en /_ BA ~ /_B de hoeken van 
de enkelvoudig-asymptotische driehoek en het segment AB de 
zijde. We zouden nog formeel de hoek AC^B kunnen invoeren 
en daaraan de grootte nul kunnen toekennen. We weten immers, 
dat op de halve rechte AC^ steeds een punt C is te vinden, 
waarvoor /_ ACB kleiner is dan een vooraf gegeven hoek, 
(no. 5, 2). Als we BC^ opvatten als grensstand van BC is het 
redelijk om aan de formeel ingevoerde /. de waarde nul 
te geven. 

We maken deze opmerking om duidelijk te maken, waarom 
de volgende congruentiestellingen als analoga van zekere con- 
gruentiestellingen voor gewone driehoeken opgevat mogen 
worden. 


15, 1. Twee enkelvoudig-asymptotische driehoeken zijn con¬ 
gruent, wanneer ze de zijde en een hoek gelijk hebben 
(Analogon van het tweede deel van Euklides I, 26). 

Laat A ABC^ en /\A'B'C'^ 
de gegeven enkelvoudig-asym¬ 
ptotische driehoeken zijn met 
AB= A'B' en A A= Z. A', 

(fig. 15, 1). We denken ons de 
tweede driehoek op de eerste geplaatst met zijde A'B' op 



Fig. 15 1. 
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zijde AB en A'C^ langs AC^. Zou B'C'^ binnen LABC 
vallen, dan zou dit langs een halve rechte geschieden, die 
met AC^ een punt gemeen heeft; maar dan zou ook 
een punt met A'C^ gemeen moeten hebben. Zou B'C^ 
buiten Z. ABC^ vallen, dan kunnen we de rollen van de 
beide driehoeken verwisselen en eveneens een tegenspraak 
vinden. 

Voor enkelvoudig-asymptotische driehoeken geldt even¬ 
eens de stelling van de buitenhoek. Als we evenals bij een 
gewone driehoek een nevenhoek van een hoek een buitenhoek 
van de asymptotische driehoek noemen, kunnen we bewijzen: 

15, 2. Ken buitenhoek van een enkelvoudig-asymptotische drie¬ 
hoek is groter dan de niet aanliggende binnenhoek (Analo- 
gon van Euklides I, 16). 

Het is interessant, dat voor deze stelling een bewijs gegeven 
kan worden, dat duidelijk aan dat van Euklides I, 16 her- 
Q innert. Laat A ^(x>BC een 

enkelvoudig - asymptotische 
\ driehoek zijn, (f ig. 15,2) en zij 

-- ^^ midden van zijde BC. 

\ Op het verlengde van de hal- 

__ ve rechte BA^ denken we 

^ ^ ons een punt D aangenomen; 

Fig. 15,2. voorts zullen we het van A^ 

verschillende oneindig verre punt van de rechte A^M met 
E aanduiden. Daar BM= MC en Z BME^ == Z CMA^ is 
op grond van de vorige stelling: A BME^ ^ A CMA^ en 
daaruit volgt: Z E^BM= Z A^CM= Z C. De halve rechte 
BD is niet parallel met ME^ en heeft er evenmin een punt 
mee gemeen. Dus ligt de halve rechte BE^ binnen Z DBM, 
zodat Z BBC > Z E^BC, waaruit we mogen besluiten tot: 
Z DBC> q.e.d. Men vergelijke dit bewijs nog eens 

met het in no. 3, 10 gegeven bewijs. 

Uit deze stelling vloeit onmiddelijk voort: 

15, 3. De som der hoeken van een enkelvoudig-asymptotische 
driehoek is kleiner dan een gestrekte hoek. 
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Deze stelling is ten duidelijkste in tegcnspi.i.ik mh n 44 
het 5e postulaat vervatte bewering. 

Ook van de stelling van no. 9,3 hebben we een an,ih»g<in 
Er geldt de stelling: 



15, 4. Twee enkelvoudig-asymptotische driehoeken zijn con¬ 
gruent als ze de hoeken gelijk hebben. 

Zijn A en A A'B'C^ gegeven, met Z. A= A en 

A /_B\ (fig. 15, 3), dan behoeven we slechts aan te tonen 
in verband met de stelling van no. 15, 1, dat AB= A'B' geldt. 
Als AB en A'B' ongelijk zijn, 
dan is één ervan de kleinste en 
zonder de algemeenheid te 
schaden kunnen we aanne¬ 
men AB > A'B'. Er bestaat, 
dan op zijde AB een punt B" p. 

met AB"= A'B' en dan geldt: 

AAB"C^ ^ A A'B'C'^, (no. 15,1). Daaruit volgt dan: 
A AB"C^ = A A'B'C'^= A ABC^, terwijl volgens de 
stelling van no. 15, 2 juist moet gelden: AAB"C^ > Z.ABC ^. 
We moeten dus besluiten tot de gelijkheid van AB en A'B' 
en de congruentie van de driehoeken ABC^ en A'B'C'^, 

Van de in deze paragraaf bewezen stellingen willen we nu 
enige toepassingen geven. 

Laat A een gegeven punt zijn niet behorende tot een gegeven 

rechte b en laat verder AP^ 
en A de beide halve rech¬ 
ten zijn parallel met &, (fig. 
15,4).' We weten, dat, als B de 
projectie is van A op 6, de 
hoeken BAP^ en BAQ^ 
gelijk zijn (no. 13, 1). We kun¬ 
nen dit trouwens opnieuw inzien door te bedenken, dat 
A BAP^ ^ A BAQ^y (no. 15, 1). De enkelvoudig-asym¬ 
ptotische driehoek BAP^, bezit een rechte hoek en alle enkel¬ 
voudig-asymptotische driehoeken met een rechte hoek zijn 
congruent, wanneer ze in de zijde overeenstemmen. Bij- 
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eevolg is / BAP^ door het segment AB volledig bepaald, 
m.a.w. de hoek q> = BAP^^ i LP^AQ is een 
éénduidige functie van f=AB. Men schrijft in navolging van 
Lobatschewskij: 


<p = n (p). 

Men noemt (p de bij p behorende paTullelhoek. Omgekeerd is 
P door w volledig bepaald op grond van de stelling van no. 15,4. 
Het segment p wordt de bij (p behorende parallemstanUe ge- 

Dat men bij iedere scherpe hoek cp een paralleldistantie 
kan vinden is een onmiddellijk gevolg van de stelling van 
no. 14, 2. Immers, men kan LP^AQ^ in fig. 61 gelijk nemen 
aan 2w en dan de verbindingsrechte P^ aanbrengen. De 
afstand van A tot die verbindingsrechte is de bij cp behorende 

^^Verder kan gemakkelijk worden bewezen, dat de parallel- 
hoek een monotoon afnemende functie is van de distantie, 
anders gezegd: 

15 5 Zijn twee segmenten ongelijk, dan is de parallelhoek be- 
’ horende bij het grootste van die segmenten klnner dan de 
parallelhoek behorende bij het kleinste van die segmenten. 

We beschouwen een segment A-^B^p^ en denken ons door 

B de halve rechte BC^ lood¬ 
recht op A^B, (fig. 15,5). Dan is 
zl BA^C,^ = (pi= n{pi) de pa¬ 
rallelhoek bij p-i_. Is verder A^ 
een punt op het verlengde van 
het segment BA^ en A^B = pz, 
danis^^S^dgC^ = (p% = n{Pè 
parallelhoek bij p^. Passen we 
de stelling van de buitenhoek, (no. 15, 2), toe op A^A^C , 
dan vinden we: cp^> cp^, m.a.w. uit p^<p^ volgt 17 (^) 

^ Bij ^eeii willekeurig kleine hoek kan steeds een parallel¬ 
distantie gevonden worden en daar de parallelhoek met toe- 
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nemende distantie afneemt, zal bij voldoend grote distantie, 
de parallelhoek kleiner dan een vooraf gegeven hoek zijn. 
Men kan dit resultaat aldus beknopt in een formule weer¬ 
geven: 

lim77(^) = 0. 

p-^-co 

Anderdeels kunnen we de parallelhoek willekeurig weinig 
van een rechte hoek laten afwijken, zodat we ook hebben: 

lim n{p) ~ \n. 

^>—►0 

Door meetkundige beschouwingen is aan het licht gebracht, 
dat parallelhoek en paralleldistantie elkaar wederkerig be¬ 
palen. Een methode om bij gegeven waarde van de ene de 
andere te berekenen is daarmee echter nog niet verkregen. 
Van dit belangrijke probleem zullen we in hoofdstuk V een 
oplossing geven. 

Een zeer interessant resultaat, dat met behulp van de in 
deze paragraaf behandelde congruentiestellingen verkregen 
kan worden, is neergelegd in de stelling: 

15, 6. Twee rechten, die geen snijpunt bezitten en niet parallel 
zijn, zijn hyperparallel. 

Laat en 6 de gegeven rechten zijn en en de on¬ 
eindig verre punten van de rechte a. Deze behoren krachtens 
onderstelling niet tot b en 
bezitten dus projecties 
en op b, (no. 14,3). De 
punten A-^ en kunnen 
niet samenvallen, want dan 
zou A^B^ loodrecht op b 
zijn en dus zouden a en b 
een punt gemeen hebben. 

Het midden van het segment 
A^B^ zij M en de projectie daarvan op azi] N, (fig. 15,6). Op 
grond van de stelling van no. 15, 1 is A MNA^ ^ A MNB^ 
en A A^MA^ ^ A B^MB^. Daaruit volgt: /_NMA^ 
A NMB^ en A = zLB^MB^, en door optelling. 
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omdat de halve rechten MA^ en MB^ aan dezelfde kant 
van b liggen; Z A-,MN= L B^MN, zodat MN ook lood¬ 
recht op h staat, q.e.d. , . , , , 

We gaan nu over tot het onderzoek van driehoeken met 
twee hoekpunten in het • oneindige. Onder een tweevoudig- 
asymptotische driehoek verstaan we de figuur van twee halve 
rechten met gemeenschappelijk eindpunt tezamen met de 
verbindingsrechte van de beide door de halve rechten be¬ 
paalde oneindig verre punten, mits het genoernde eindpunt 
niet tot die verbindingsrechte behoort. Is A het gemeen¬ 
schappelijke eindpunt en zijn B ^, de beide oneindig verre 
punten, dan heet /_B^AC^ de hoek van de tweevoudig- 
asymptotische driehoek. 

Er geldt een congruentiestelling, die als het analogon van 
de stelling van no. 9, 3 aangezien kan worden. 


15, 7. Twee tweevoudig-asymptotische driehoeken zijn congruent 
als ze de hoek gelijk hebben. 

Zijn hAB^C^ en A de gegeven driehoeken 

met A B^AC^= A (fig- 15, 7), dan kunnen wede 

tweede driehoek zodanig op 
de eerste leggen, dat daarbij 
de hoek B'^A'C'^ de hoek 
B^AC^ volkomen bedekt. 
Fig. 15, 7. r)on moet echter de rechte 



B'^C'^ juist met B^C^ komen samen te vallen, omdat door 
twee oneindig verre punten slechts één rechte gaat (no. 14, 2). 

Het spreekt vanzelf, dat we ook driehoeken zullen be¬ 
schouwen, waarvan alle hoekpunten in het oneindige liggen. 
Onder een drievoudig-asymptotische driehoek wordt versta.an 
de figuur van drie rechten, welke twee aan twee parallel zijn, 
maar niet alle drie door hetzelfde oneindig verre punt gaan. 
Het bestaan van dergelijke driehoeken is gemakkelijk aan te 
tonen. Zijn namelijk a en b rechten door het oneindig verre 
punt en zijn A^ en B^ de van verschillende oneindig 
verre punten van b en van a, dan is de derde rechte, c, 

welke met a en è de drievoudig-asymptotische driehoek 


A^B^C^ vormt. 
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Er geldt een congruentiestelling, die evenzeer als een 
analogon van de stelling van no. 9, 3 beschouwd mag worden: 

15, 8. Alle drievoudig-asymptotische driehoeken zijn congruent. 

Laat A twee drievoudig- 

asymptotische driehoeken zijn, (fig. 15,8). is Q de projectie van 
Coo op en is C\ de pro- 

jectie van C'„ op A B'^, dan » v * v 

is volgens de stelling van het \ \ x. 

vorige nummer: AC^Cj_A^ c i L , 

^ en AC^C.B^ ƒ 

^ AC'^C'iB'^. Daaruit volgt f 1 

evenwel, dat AA^B^C^ en g'^ 

A^'oo^'ooC'oo volledig tot 
dekking gebracht kunnen wor- hig. 15, 8. 

den, q.e.d. 

Een zeer merkwaardige bizonderheid in de niet-Euklidische 
meetkunde is het feit, dat men aan asymptotische driehoeken 
een eindige oppervlakte kan toekennen. 

Laten we eerst eens een enkelvoudig-asymptotische drie- 
^ hoek ABC^ beschouwen met hoe- 

ken a en (fig. 15, 9). Zij C een punt 
/ halve rechte AC^ . We weten, 

/ dat /_ ACB= kleiner is dan een 

/ vooraf gegeven hoek, zodra C ver 

y— -- genoeg van A verwijderd is, (no. 

5, 2). We kunnen dit beknopt aldus 
Fis 15 9 ^ 

ö- weergeven: 


lim yr = 0. 

C->Coo 

Verder is volgens de stelling van no. 15,2, toegepast op 
ABCC^: 

7c ^ A CBC^ = p Pq, 
als we A ABC met Pq aanduiden. Dus geldt: 

lim = /?• 

C->Coo 
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Voor de oppervlakte van A ABC hebben we, (no. 12, 13): 
0(A ABC)= k\7i — a — ^c — yc)> 


0{l\ ABC)= k\n — a —^). 

C-^QO 

Hetzelfde resultaat zouden we gevonden hebben, wanneer 
we C op BC_ gekozen hadden. Als we nu de oppervlakte van 
A ABC definiëren als het getal lim 0( A ABC), en het getal 

— a- — het defect van de driehoek noemen, dan geldt; 

15, 9. De oppervlakte van een enkelvoudig-asymptotische drie¬ 
hoek met defect d is gelijk aan k^ö. 

Het bewijs vereist na het voorgaande geen toelichting. 

Laat nu gegeven zijn de tweevoudig-asymptotische drie¬ 
hoek AB^C^ en zij A^ de projectie van A op B,^C,^. Onder 
de oppervlakte van AAB,^C,^ verstaan we de som der opper- 
vlakten van de driehoeken AA-^B^ en AA-fi^. Is_verder a 
de hoek van de driehoek en noemen wen —a het defect van 
de driehoek, dan geldt: 


15, 10. De oppervlakte van een tweevoudig-asymptotische drie¬ 
hoek met defect d is gelijk aan k^d. 


Immers, 0(A AB^^C^^) = 0(A AA^BJ) -f- 0(A AA^C^) 

= k^{7i — In — ^ a) + k^{n — ^n 
= kHn — a) = k^d. 


\ a) 


Uit deze stelling blijkt terloops in verband met de stelling 
van no. 15, 7, dat gelijke tweevoudig-asymptotische drie¬ 
hoeken ook congruent zijn. 

Is ten slotte AA^B„C„ een ^rievoudig-asymptotische 
driehoek en A^ de projectie van op B,^C^, dan wordt 
onder de oppervlakte van A -doo^oo^oo verstaan de som 
de oppervlakten van A en A A^A-fi,^. Er geldt. 

15, 11. De oppervlakte van een drievoudig-asymptotische drie¬ 
hoek is gelijk aan k^n. 
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Immers, 


0{AA^B^CJ=0(/xA^A^B’„)+0{AA^A^CJ 

\ 7t) k^{7t - ^ Tl) = k^Tt. 


G a u s s was bij zijn onderzoekingen in de niet-Euklidische 
meetkunde tot het inzicht gekomen, dat bij niet-geldigheid 
van het 5e postulaat de oppervlakten van driehoeken niet 
willekeurig groot kunnen zijn. Hij postuleerde, dat het maxi¬ 
mum voor drievoudig-asymptotische driehoeken bereikt wordt 
en stelde de oppervlakte daarvan gelijk aan in overeen¬ 
stemming met de stelling, dat alle drievoudig-asymptotische 
driehoeken congruent zijn. Daaruit kon hij afleiden, dat de 
oppervlakte van een gewone driehoek met defect d gelijk is 
aan een resultaat, dat overigens reeds door L a m b e r t 
vermoed werd. 

We hebben de door G a u s s aangewezen weg niet be¬ 
wandeld, omdat het door hem ingevoerde postulaat niet aan¬ 
schouwelijk evident is. Daarom moesten we een meer moei¬ 
zame weg volgen, zoals in § 12 is geschied. 


§ 16. De horicykel. — Een interessante uitbreiding kan aan 
het begrip ,,cirker' gegeven worden, wanneer men voor de 
gebruikelijke definitie een andere in de plaats stelt, die be¬ 
tekenis blijft behouden, wanneer ook een oneindig ver punt 
als middelpunt toegelaten wordt. Men kan 
een cirkel met middelpunt M opvatten als 
de meetkundige plaats van het spiegelbeeld 
van een op de omtrek gelegen punt A 
ten opzichte van elke rechte door M, 

(fig. 16, 1). In deze definitie kan men gerust 
voor M een oneindig ver punt nemen. 

Laat dus A een gegeven punt zijn en 
een gegeven oneindig ver punt, (fig. 16,2). 

De meetkundige plaats van het spiegelbeeld van A ten op¬ 
zichte van elke door gaande rechte heet horicykel of 
grenskromme. 

Gemakkelijk kan men inzien, dat de horicykel niet, zoals 
in de Euklidische meetkunde, een rechte is, want zouden 

Niet-Euklidische Meetkunde. 7 
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bijvoorbeeld het uitgangspunt A en de tot de horicykel be¬ 
horende punten B en C op één rechte liggen, dan zouden de 
middelloodlijnen van de segmenten AB en AC parallel zijn en 

tevens loodrecht staan op dezelfde 
rechte, hetgeen niet mogelijk is. 

Het punt A zal de top van de 
horicykel genoemd worden en 
het middelpunt. De rechte AM^ 
heet as en iedere rechte door 
heet middellijn. In het volgende 
hoofdstuk zullen we stereometrisch 
bewijzen, dat ieder punt van de 
horicykel als top dienst kan doen, 
maar voorlopig moeten we de inge¬ 
voerde terminologie gebruiken. 

16, 1. Een middellijn van een horicykel heeft met de kromme 
een en slechts één punt gemeen. 

Is A de top en het middelpunt, (fig. 16,3), dan heeft 
AM^ alleen het punt A met de horicykel gemeen. Bij een 
niet met de as samenvallende 
middellijn kan men steeds een 
rechte vinden, ten opzichte 
waarvan de as en de middellijn 
symmetrisch liggen, (no. 13, 7), 
en het is duidelijk, dat die 
rechte door gaat. Er ligt 
dus op de aangenomen middel 


b' 



Fig. 16,3. 


lijn ten minste één punt, B, van de horicykel. Uit de definitie 
volgt zonder moeite, dat voor ieder van A verschillend punt 
B van de horicykel moet gelden: /_ ABM^ — Z^BAM^. 
Zou nu B' een tweede punt van de horicykel op de middellijn 
door B zijn en onderstellen we, dat B' tussen B en ligt, 
dan zou in verband met het zoeven opgemerkte en op grond 
van Euklides I, 16 moeten gelden: 

Z_ABM^ =l_BAM^ > /_B'AM^=yLAB'M^ > AABM^. 
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waarmee kennelijk een tegenspraak is verkregen. Evenzo kan 
geredeneerd worden als B tussen B' en ligt. 

Onder een raaklijn aan een horicykel in een punt daarvan 
verstaan we de rechte door dat punt loodrecht op de door 
dat punt gaande middellijn. Het betreffende punt heet natuur¬ 
lijk raakpunt. 

16, 2. De topraaklijn aan een horicykel heeft alleen het raakpunt 
met de kromme gemeen. 

Zou de raaklijn in de top A nog een tweede punt, B, met de 
horicykel gemeen hebben, dan zou uit de gelijkheid van de 
hoeken ABM^ en BAM^ volgen, dat de parallelen AM^ en 
BM^ beide loodrecht AB staan, hetgeen, zoals we weten, 
niet mogelijk is. 

We hebben de stelling alleen voor de topraaklijn uitge¬ 
sproken maar het is duidelijk, dat de bewering voor iedere 
raaklijn als juist beschouwd mag worden, zodra bewezen is, 
dat ieder punt van de horicykel als top kan fungeren. Deze 
opmerking geldt ook voor, de volgende stelling. 

16, 3. Door een niet met de top samenvallend punt op de top¬ 
raaklijn aan een horicykel gaat een en niet meer dan één 
tweede raaklijn aan de horicykel. De afstanden van het 
punt tot de raakpunten zijn gelijk. 

Laat B het gegeven punt zijn 
op de raaklijn door de top A, 

(fig. 16, 4). Uit B kunnen we een 
halve rechte trekken, die met 
BM^ een hoek maakt gelijk 
aan /_ABM^, maar aan de 
andere kant van BM^ gelegen is ^ 
als de halve rechte BA. Als we 
nu op die halve rechte het punt 
A' zodanig aannemen, dat 
BA'~ BA, dan is blijkbaar op a 
grond van de stelling van no. 

15, 1: ABAM^ ^ABA'M^ en 



Fig. 16,4. 
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daaruit volgt, dat /. BA'M^ = /_ BAM^ ~ dus BA' is 
raaklijn met raakpunt A', want A' is als spiegelbeeld van A 
ten opzichte van BM^ een punt van de horicykel. 

Laat omgekeerd BA' een raaklijn zijn uit B, waarbij het 
raakpunt A' van verschilt. Daar AA'M^= AA'AM^, 
is ook Z_BA'A= /_BAA' en dus BA'= BA, (Euklides 
I, 5). Dan is weer A BAM^ ^ A BA'M^, (no. 15, 1) en als 
gevolg daarvan A ABM^ = A A'BM ^, zodat A' geen ander 
dan het in het eerste deel van dit bewijs bepaalde punt A' is. 

We zien dus, dat de horicykel in vele opzichten met de 
cirkel verwant is. 

Alvorens dit hoofdstuk te besluiten bespreken we nog een 
belangrijk begrip, dat vooral in de trigonometrie goede dien¬ 
sten zal bewijzen. We vermelden echter eerst: 

16, 4. Alle horicykels zijn congruent. 

• Zijn A en A' de toppen en en M'^ de middelpunten 
van twee horicykels, dan kunnen we A' met A en M'^ met 
laten samenvallen. Zou op de tweede horicykel een punt 
B' liggen, dat niet tot de eerste 
behoort, dan zou de middellijn 
door B' een punt B met de eerste 
horicykel gemeen hebben. Door 
middel van een redenering volko¬ 
mend gelijkluidend aan die van 
no. 16, 1 kan daaruit een tegen¬ 
spraak afgeleid worden. 

Een horicykeïboog is het deel 
van een horicykel tussen twee 
middellijnen; de snijpunten van 
de middellijnen met de horicykel 
zijn de eindpunten van de boog. 

Het spreekt vanzelf, dat we twee horicykelbogen gelijk noe¬ 
men, wanneer ze congruent zijn. 

We kunnen nu het begrip invoeren, waarop we zoeven 
doelden. De boog van een horicykel begrepen tussen de as 
en een middellijn, die parallel is met de topraaklijn, heet 
fundamentaalhoog, (fig. 16,5). Er geldt: 
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16, 5. Alle fundamentaalhogen zijn gelijk. ' 

Daar alle horicykels congruent zijn, (no. 16,4), kunnen we 
ons tot het geval beperken, waarbij de fundamentaalhogen 
tot eenzelfde horicykel behoren. Bovendien kunnen we onder¬ 
stellen, wegens de symmetrie van de horicykel ten opzichte 
van de as daarvan, dat ze aan dezelfde kant van de as 
gelegen zijn. Zouden B en S'eindpunten van twee ongelijke 
fundamentaalhogen zijn en dus B en B' niet samenvallen, 
dan zouden de middellijnen door B en B' ook niet samen¬ 
vallen, terwijl ze toch dezelfde oneindig verre punten hebben, 
n.1. en één van de oneindig verre punten van de topraak- 
lijn. Daarmee komen we echter in strijd met de stelling van 
no. 14, 2. 







Derde Hoofdstuk 

Stereometrie 

§ 17. Loodrechte stand van rechte en vlak. — De stereo¬ 
metrie heeft Euklides behandeld in de Boeken XI, XII 
en XIII van de ,,Elementen''. Boek XI is voor ons het be¬ 
langrijkst, omdat daarin de grondslagen gelegd worden. In 
Boek XII worden inhoudsproblemen behandeld, terwijl in 
Boek XIII de regelmatige veel vlakken ter sprake komen. De 
niet-Euklidische inhoudstheorie bespreken we niet, omdat de 
daarmee samenhangende problemen niet met eenvoudige 
hulpmiddelen opgelost kunnen worden. Evenmin zullen we 
onderzoeken of in de niet-Euklidische meetkunde figuren ge¬ 
definieerd kunnen worden, die de naam van regelmatige veel- 
vlakken verdienen. 

In tegenstelling met de behandelingswijze van Boek I 
heeft Euklides in Boek XI niet nagegaan, welke stel¬ 
lingen in de stereometrie onafhankelijk van het 5e postulaat 
bewezen kunnen worden. Daarmee is pas door Lobat- 
s c h e w s k ij een begin gemaakt. 

In de schoolboeken wordt reeds van de aanvang af veel¬ 
vuldig van de Euklidische parallelentheorie gebruik gemaakt 
voor de ontwikkeling van de theorie; als gevolg daarvan zijn 
de theorema's, die niet (direct of indirect) op het 5e postulaat 
steunen, niet steeds dadelijk te onderkennen. We zullen daar¬ 
om beginnen met enige stellingen te noemen, die ook in de 
schoolboeken vermeld worden, maar zullen soms gedwongen 
zijn de bewijzen daarvan aanmerkelijk te wijzigen. 

We onderstellen de eerste beginselen van de stereometrie 
bekend, zoals: Een rechte behoort tot een vlak, wanneer twee 
punten van de rechte tot het vlak behoren. Door drie niet 
op één rechte gelegen punten gaat een en slechts één vlak. 
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Wanneer twee vlakken een punt gemeen hebben, dan hebben 
ze ook een rechte door dat punt gemeen. 

Het uitgangspunt voor onze beschouwingen wordt geleverd 
door een zeer bekende stelling, die ook reeds door E u k 1 i- 
d e s genoemd is. 

17, 1. Wanneer een rechte I loodrecht staat op twee rechten in 
een vlak a door het snijpunt S van I met a, dan staat I 
loodrecht op iedere rechte van a door S (Euklides XI, 4), 

Van deze stelling zijn vele bewijzen bekend. Euklides 
heeft reeds een bewijs gevonden, waarbij geen beroep gedaan 
behoeft te worden op het 5e postulaat. Het tegenwoordig in 
de schoolboeken voorkomende bewijs is afkomstig van den 
Fransen wiskundige A. L. Cauchy (1789—1857) en is 
iets eenvoudiger dan dat van Euklides. Volledigheids¬ 
halve zullen we het hier nog even weergeven. 

Laat a en b twee rechten van he 1 vlak a zijn door het punt 
5, die beide loodrecht staan op een 
door S gaande rechte /, (fig. 17, 1). 

Zij c een derde van a en b verschil¬ 
lende rechte in a door S. Op a 
denken we ons een van S verschil¬ 
lend punt A aangenomen en op b 
twee punten B en B' aan weers¬ 
kanten van 5. De rechte c snijdt 
dus de zijde BB' van A ABB' en 
gaat door geen van de hoekpunten. 

Dan moet c nog één van de andere 
zijden snijden, laten we zeggen Fig. 17,1. 

AB] het snijpunt noemen we C. 

Op I kunnen we aan weerskanten van 5 twee punten P en ^ 
aannemen en er daarbij voor zorgen, dat SP == SQ is. Uit 
het gegeven volgt, dat A PSA ^ A en A PSB 

m A QSB, (Euklides 1,4). Daaruit volgt PA = QA en PB= QB 
en dus is ook A PAP ^ A QAB, (Euklides I, 8). Als gevolg 
daarvan is /_ PAC= /_ QAC en dus /\PAC ^ A Q^C, 
(Euklides I, 4). Op grond van Euklides I, 8 geldt dan: APSC 
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^ A QSC en daarmee vinden we Z PSC= /_ QSC, zodat I 
ook loodrecht is op c, q.e.d. 

We zeggen, dat de rechte I loodrecht is op een vlak, wanneer 
de rechte loodrecht is op alle rechten van het vlak door het 
snijpunt van I en het vlak. De zoeven bewezen stelling leert, 
dat een rechte I loodrecht is op a, zodra I loodrecht is op twee 
rechten door het snijpunt van I met a. 

De volgende stelling komt ook reeds bij E u k 1 i d e s voor. 

17, 2. Alle rechten door een punt S van een rechte I en loodrecht 
op I liggen in één vlak (Euklides XI, 5). 

Laat a, h en c drie rechten door het punt 5 van I zijn en 

loodrecht op l, (fig. 17, 2). Zij y 
het vlak door a en b en ^ het 
y-, vlak door I en c. Het vlak p heeft 
/ met y het punt S gemeen en dus 
een rechte c' door 5. Daar c' 
loodrecht is op /, (no. 17, 1) en 
in p door 5 slechts één loodlijn 
op I mogelijk is, (no. 3, 7), valt 
Fig. 17,2. c' met c samen, zodat c ook in 

Y ligt. 



17, 3. Door een gegeven punt gaat een en slechts één loodvlak op 
een gegeven rechte l. 

a) We beschouwen eerst het geval, waarbij het gegeven 
punt, dat we 5 noemen, tot I behoort. Laat a en p twee 
vlakken door / zijn. In a gaat door 5 een loodlijn a op I en 
in p gaat door 5 een loodlijn b op l, (Euklides I, 11). Op grond 
van no. 17, 1 is het vlak y door a en b loodrecht op/. Een 
tweede vlak y' door 5 loodrecht op I is niet mogelijk, want 
dan zou in y' door S een rechte bestaan, die niet tot y behoort 
en toch loodrecht is op l, in strijd met de stelling van no. 17, 2. 

b) Thans beschouwen we het geval, waarbij het gegeven 
punt, dat we nu P noemen, niet op de rechte / is gelegen. 
Door P en / gaat een vlak a en daarin is door P een loodlijn 
op / mogelijk (Euklides I, 12); laat S het voetpunt van die 
loodlijn zijn. Het vlak y door S loodrecht op / bevat blijkbaar 
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de rechte SP, (no. 17, 2) en is dus een loodvlak door P op l. 
Laat y een loodvlak door P op / zijn en zij S' het snijpunt 
van y' met l. Daar PS' loodrecht op I is en in a ligt, moet 
S' met S samenvallen, (Euklides I, 12) en dus ook 7 'met y 
op grond van het onder a) bewezene. 

Euklides heeft als 6 e stelling uitgesproken, dat twee 
loodlijnen op eenzelfde vlak parallel zijn. In deze vorm kun¬ 
nen we de stelling in de niet-Euklidische meetkunde niet ge¬ 
bruiken. Het door Euklides gegeven bewijs kan echter 
vrijwel ongewijzigd overgenomen worden, als we in de plaats 
van parallel lezen: hyperparallel. We zullen twee rechten 
hyperparallel noemen, wanneer ze in één vlak liggen en een 
gemeenschappelijke loodlijn bezitten. 

17, 4. Twee loodlijnen op eenzelfde vlak zijn hyperparallel 
(Euklides XI, 6 ). 


De snijpunten met y van de gegeven loodlijnen a en 6 op 7 
noemen we A en B, (fig. 17,3). In 
7 denken we ons door B de 
rechte c loodrecht op P en 
daarop een van P verschillend 
punt Q. Op a nemen we P zo 
aan, dat PA = QB. Dan is 
blijkbaar A PAB ^/\QBA, 

(Euklides 1,4), en dus PB= QA.^ 

Dan geldt echter: A PA Q 
= A QBP, (Euklides I, 8 ) en dus 
Z QBP== Z PAQ= i TT. Vol¬ 
gens no. 17, 2 liggen de rechten b, BP en BA in één vlak en 
daartoe behoort a, omdat die rechte er de punten P en A mee 
gemeen heeft. Verder zijn a en 6 als loodlijnen op 7 loodrecht 
op .^P, ze zijn dus hyperparallel, q.e.d. 

De volgende stelling is een samenvatting van Euklides XL 
11 , 12 en 13. 



17, 5 Door een gegeven punt gaat een en slechts één rechte lood¬ 
recht op een gegeven vlak. 
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a) We beschouwen eerst het geval, waarbij het gegeven 
punt, dat we 5 noemen, in het gegeven vlak y ligt. In y 

denken we ons door S twee rech¬ 
ten a en b, (fig. 17,4), en door S 
een loodvlak a op a en een lood- 
vlak p op b] dit is volgens no. 
17,3 mogelijk. De vlakken a en 
p hebben het punt 5 gemeen en 
dus een rechte Z, die als rechte 
van a loodrecht is op a en als 
rechte van p loodrecht op b. 
Volgens no. 17, 1 is Z loodrecht 
op y. 

Fig. 17,4. b) Laat thans het gegeven 

punt, dat we nu P noemen, niet 
in y liggen, (fig. 17, 5). Zij 5 een punt van y. Door S gaat vol¬ 
gens het zoeven bewezene een loodlijn m op y. Gaat m door 
P, dan zijn we al klaar, want dan weten we, dat door P ten 
minste één loodlijn op y mo¬ 
gelijk is. Gaat m niet door P, dan 
bepaalt P met m een vlak a, dat 
y volgens de rechte a snijdt. In a 
kunnen we door P de rechte Z 
loodrecht op a aanbrengen; het 
voetpunt zij Q. Een loodlijn Z' door 
Q op y ligt met m in een vlak a. 

(no. 17, 4), dat met a het punt Q Fig. 17, 5. 

en de rechte m gemeen heeft, en 

dus met a samenvalt. Daar in a door Q slechts één loodlijn 
op a mogelijk is, valt Z' met Z samen, zodat ook Z loodrecht 
is op y, 

c) Zouden door een punt A twee loodlijnen op y mogelijk 
zijn, dan zouden die loodlijnen een vlak a bepalen, dat y 
volgens een rechte a snijdt, terwijl in a die loodlijnen beide 
loodrecht op a zouden zijn. Dat is evenwel niet mogelijk. 

§ 18. Loodrechte stand van twee vlakken. — De hoek ge¬ 
vormd door twee snijdende vlakken a en ^ wordt bepaald 
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door middel van een standhoek. Op de snijlijn c van die vlak¬ 
ken wordt een punt P aangenomen en in a en ^ worden door P 
rechten a en h aangebracht loodrecht op c. Onder de standhoek 
bij P wordt de hoek van de beide rechten verstaan. Zijn 
bruikbaarheid ontleent dit begrip aan de stelling: 

18, 1. Alle standhoeken van twee gegeven elkaar snijdende vlakken 
zijn gelijk. 

We kunnen niet het bekende bewijs van de schoolboeken 
gebruiken, omdat daarbij een beroep op de Euklidische paral- 
lelentheorie gedaan wordt. Men beschouwt dan de stelling als 
een onmiddellijk gevolg van de bewering, dat twee hoeken 
gelijk zijn, wanneer hun benen (in overeenstemmende zin) 
evenwijdig zijn. Er is echter een bewijs mogelijk, waarin de 
parallelentheorie geen rol vervult. 

Laat Pi en Pg twee punten zijn op de snijlijn c van a en 
(fig. 18, 1). We denken ons in a 
aangebracht de halve rechten 
Pi^i en P^A^ loodrecht op c en 
aan dezelfde kant van c. Daarbij 
denken we ons ^i en ^2 zo ge¬ 
kozen, dat P^A^=^ P^A^. Even¬ 
zo worden in ^ de halve rechten 
Pi Pi en P 2 P 2 aangebracht lood- 
re'cht op c en aan dezelfde kant 
van c, terwijl we P^B^— P^B^ c 
onderstellen. De halve rechte 
Pi ^2 ligt binnen P^P^A^ en 
snijdt dus ^iPg in C. Om soortgelijke reden heeft de halve 
rechte P^B^ een punt D met PiPg gemeen. Men beredeneert 
zonder moeite, dat C tussen P^ en A^ ligt en dat D tussen 
Pi en Pg ligt. Op grond van Euklides 1,4 is A 

A en dus /, CP^P^= /_ waaruit volgt: 

CP^=CP^, terwijl ook A^P^. Op dezelfde wijze kan 

aangetoond worden, dat B^P^^ B^P^ en DP^= BP^ is. Uit 
Euklides I, 8 volgt dan: l\P^CB m AP 2 UP en dus/lUPiP 
= A CP^D. Dan is weer op grond van Euklides I, 4: A^iPiP 2 
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waaruit A 2 B 2 volgt. Daaruit kunnen we 
besluiten tot A ^ A (Euklides I, 8) en dus 

tot A AiPiB-^= /_ A 2 P 2 B 2 , waarmee het bewijs klaar is. 

We mogen op grond van de zoeven bewezen stelling in het 
vervolg spreken van de standhoek van twee elkaar snijdende 
vlakken zonder dat we er ons om behoeven te bekommeren, 
waar het punt P op de snijlijn c is aangenomen. Is de stand¬ 
hoek recht, dan zeggen we dat de vlakken loodrecht op elkaar 
staan. 


18, 2. Elk vlak a door een loodlijn a op een vlak B is loodrecht 
op ^ (Euklides XI, 18). 

Zij c de snijlijn van een vlak a 
door a met het vlak ^ en P het 
snijpunt van a en c, (fig. 18. 2). In 
^ denken we ons door P de 
rechte b loodrecht op c. De hoek 
van de rechten a en b is dan een 
standhoek, omdat a loodrecht op 
c is, en die standhoek is recht, 
omdat a als loodlijn op p ook 
loodrecht op b staat. DuS a is 
loodrecht op p. 

18, 3. Zijn de vlakken a en ^ lood'- 
recht op elkaar, dan is iedere rechte in a loodrecht op de 
snijlijn van a en ^ ook loodrecht op , 



We kunnen ons weer van fig. 18, 2 bedienen. Zij a de rechte 
in a loodrecht op de snijlijn van a en en P het snijpunt 
van a en c. Is dan b de rechte in ^ door P loodrecht op c, 
dan is a loodrecht op b, omdat a loodrecht op /3is. Bovendien 
is reeds a loodrecht op c, dus a loodrecht op /3, (no. 17, 1). 

Een direct gevolg van deze stelling is: 


18, 4. Zijn de vlakken a en ^ loodrecht op elkaar, dan behoort 
iedere loodlijn op p door een punt A van a tot 

We kunnen in a door A een loodlijn aanbrengen op de 
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snijlijn van a en Deze is volgens de stelling van het vorige 
nummer loodrecht op ^ en moet dus met de loodlijn door 
v4 op jS samenvallen, (no. 17, 5). 


18, 5. Indien de vlakken aen ^ elkaar snijden en loodrecht staan 
op het vlak y, zal ook hun snijlijn loodrecht op y staan 
(Euklides XI, 19). 

Zij c de snijlijn van a en en P een punt op c. De loodlijn 
door P op 7 behoort tot a, maar ook tot zoals in het vorige 
nummer bewezen is. Dus is die loodlijn de snijlijn van a en 


18, 6. Door een rechte a, welke niet loodrecht staat op een vlak a 
gaat een en slechts één vlak p loodrecht op a. 

Zij A een punt op a en è de loodlijn door A op a. Het 
vlak door a en 5 is loodrecht op a, (no. 18, 2). Zou door a 
een tweede^ vlak loodrecht op ^ gaan, dan zou a als snijlijn 
van /3 en loodrecht op a moeten zijn, volgens de stelling van 
no. 18, 5, in tegenspraak met het gegeven. 

We kunnen de snijlijn van a met een vlak /? door a lood¬ 
recht op a, de voetlijn van dat loodvlak noemen. Is a een a 
snijdende rechte, dan snijdt a de voetlijn van een loodvlak 
door a op a en we noemen de hoek van a en de voetlijn de 
hoek tussen a en a. Zodra a loodrecht is op a zijn er weliswaar 
oneindig vele voetlijnen, maar die staan alle loodrecht op a. 


18, 7. Wanneer de rechte a het vlak a in het punt S snijdt, maar 
niet loodrecht is op a, dan is de hoek tussen a en a kleiner 
dan de hoek, die a maakt met 
elke rechte door S, die niet met 
de voetlijn van het loodvlak 
door a op a samenvalt. 

Zij A een van 5 verschillend 
punt op a en P het voetpunt van 
de loodlijn door A op a, (fig. 18,3). 

Dit voetpunt valt op de voetlijn b 
van het loodvlak door a op a, 

(no. 18,4), maar is van S verschillend. Op een van b ver¬ 
schillende rechte c door S in a kiezen we een punt C zodanig. 
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dat SC = SB. De rechte AB is loodrecht op a, dus /I ABC is 
recht en volgens Euklides AC> AB. Beschouwen we 

thans ASB en ASC; van deze driehoeken zijn twee 
zijden gelijk, maar de derde zijde in A ASC is groter dan de 
derde zijde in A ASB. Op grond van Euklides 1,25 is dan 
A ASC > Z_ ASB, q.e.d. 

§ 19. De parallelentheorie. — Wanneer we in de ruimte 
over twee parallele halve rechten spreken, moeten we er aan 
denken, dat ze in één vlak gelegen zijn. De stelling van de 
transitiviteit van het parallelisme geldt ook in de ruimte. Om 
deze stelling te bewijzen gaan we uit van: 

19, 1. Wanneer twee halve rechten, behorende tot twee van de 
drie snijlijnen van drie elkaar paarsgewijs snijdende 
vlakken, parallel zijn, dan is er op de derde snijlijn een 
halve rechte parallel met de eerstgenoemde. 

De vlakken noemen we a, ^ en y. Zij AA' een halve rechte 
op a, de snijlijn van ^ en y, en BB' een halve rechte op b, 

de snijlijn van a en y; we onder¬ 
stellen, dat de halve rechten 
en BB' parallel zijn. Op c, 
de snijlijn van a en denken 
we ons twee punten C en C' 
aangenomen, waarbij C', A' en 
B' aan dezelfde kant van vlak 
liggen, (fig. 19, l).We zullen 
nu bewijzen, dat de halve rechte 
CC' parallel is met de halve 

rechten en BB'. 

Het is duidelijk, dat c geen punt met a oi b gemeen kan 
hebben, want een dergelijk punt zou gemeenschappelijk zijn 
aan de vlakken a, ^ en y, en in het bizonder tot a en b 
moeten behoren, terwijl toch a en b parallel zijn. 

We beschouwen een halve rechte CP binnen A ACC'. Het 
halve vlak begrensd door de rechte BC gaande door CP 
snijdt het vlak y volgens een halve rechte, welke van B uit¬ 
gaat en binnen A ABB' ligt. Daar de halve rechten en 


B B' 
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BB' parallel zijn, zal de door het halve vlak op y ingesneden 
halve rechte een punt Q van de halve rechte AA' bevatten. 
Het punt Q behoort tot dat halve vlak en tot dus tot de 
halve rechte CP. Daarmee is gebleken, dat iedere halve rechte 
uit C binnen /. ACC' een punt met de halve rechte AA' 
gemeen heeft, zodat inderdaad de halve rechten AA' en CC 
parallel zijn. 

Deze stelling gebruiken we voor het bewijs van de volgende 
stelling, die de transitiviteit van het parallelisme in de ruimte 
tot uitdrukking brengt. 

19, 2. Wanneer twee halve rechten parallel zijn met een derde 

, halve rechte, dan zijn ze onderling parallel. 

Laat gegeven zijn, dat de halve rechten BB' en CC' parallel 
zijn met de halve rechte AA'. De bewering is reeds in no. 13, 8 
bewezen voor het geval, waarbij de halve rechten alle drie 
in één vlak liggen. Dat geval kunnen we dus verder buiten 
beschouwing laten. Zij y het vlak, waartoe AA' en BB' be¬ 
horen en /? het vlak, waartoe en CC' behoren. Het vlak 
door C en BB' noemen we a. Dit heeft met ^ het punt C 
gemeen en dus een rechte door C. Op die rechte is er volgens 
no. 19, 1 een halve rechte CC", die met de halve rechten AA' 
en BB' parallel is. Daar de halve rechten CC' en ook 
parallel zijn, moeten op grond van de stelling van no. 13, 2 
de halve rechten CC' en CC" samenvallen, q.e.d. 

We zullen zeggen, dat een niet tot een gegeven vlak a be¬ 
horende rechte a parallel is met a, wanneer a parallel is met 
een rechte van a. Het is duidelijk, dat en a geen punt gemeen 
kunnen hebben. 

19, 3. Is de rechte a parallel met het vlak a, dan zal ieder vlak 
door a, dat met a een punt gemeen heeft, het vlak a volgens 
een rechte snijden, die met a parallel is. 

Op a kunnen we een halve rechte AA' aangeven, die met 
een halve rechte BB' van een tot a behorende rechte b parallel 
is. Zij C een punt van a, niet behorende tot b. Het vlak door 
C en a snijdt a volgens de rechte c en op grond van no. 19, 1 
bestaat er op c een halve rechte CC', die parallel is met de 
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halve rechte AA\ zodat c parallel is met a. Wanneer C op 6 
is aangenomen, valt c met b samen en is de bewering triviaal. 
We zijn nu in staat een zeer belangrijke stelling te bewijzen. 


19, 4. Door een rechte a parallel met een vlak a gaat een en slechts 
één vlak dat geen punt met a gemeen heeft. 


Door a is een vlak y mogelijk loodrecht op a, zoals in 
no. 18, 6 is aangetoond. De snijlijn van y en a noemen 



we (fig. 19, 2). Zij p het lood- 
vlak door a op y. Zouden a en 
een punt gemeen hebben, dan 
zouden ze elkaar volgens een 
rechte door dat punt snijden, 
die op grond van de stelling van 
no. 18, 5 loodrecht op y zou zijn. 
Maar dan zou die rechte een 


Fig. 19, 2. punt met y gemeen moeten heb¬ 

ben, dat zowel tot a als tot 

zou behoren, terwijl we in no. 19,3 hebben bewezen, dat a 
en parallel zijn; a en ^ kunnen dus geen punt geméen 
hebben. 


Zij A een punt van a en A^ Ae projectie van ^ op a; 
ligt natuurlijk op Laat p' een van p verschillend vlak 
door a zijn. Het vlak p' kan niet loodrecht op AA^ zijn, want 
a is niet loodrecht op AA-^. Immers, de hoek, die a met AA^ 
maakt is de parallelhoek U (AA^), behorende bij de distantie 
AAj^, en dus scherp. Als Hg de projectie is van A^ op P', 
dan is A_ A^AA 2 de hoek, die de halve rechte AA^ met P' 
maakt en volgens de stelling van no. 18, 7 is die hoek kleiner 
dan de hoek, die AA^ maakt met iedere andere rechte door 
A in p', dus ook met a. Anders gezegd: /I is kleiner 

dan de parallelhoek behorende bij de distantie AA^, zodat de 
rechte HHg een punt gemeen heeft met de snijlijn van a met 
het vlak HH^Hg. Als gevolg daarvan heeft p' een punt met 
a gemeen en is dus p het enige vlak door a, dat geen punt 
van a bevat. Daarmee is het bewijs voltooid. 

Twee vlakken zullen we parallel noemen. 


wanneer ze 
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elkaar niet snijden en door twee parallele rechten gaan. 

19, 5. Door een rechte a, parallel met een vlak a, gaat een en 
slechts één vlak dat parallel is met a. 

Immers, de voetlijn a^ van het loodvlak y door (a: op a is 
parallel met a, (no. 19,3). Door a gaat een en slechts één 
vlak dat geen punt met a gemeen heeft, (no. 19, 4) en daar 
a en p door parallele rechten gaan, zijn volgens definitie a en 
P parallel. 

Een bruikbaar middel om parallele vlakken aan te geven 
levert de volgende stelling: 

19, 6. De vlakken, ieder gaande door een van twee parallele rechten 
en loodrecht op het vlak van die rechten, zijn parallel. 

Laat a en è de parallele rechten zijn, behorende tot het vlak 
y en laat a en p loodvlakken op y zijn, waarbij a gaat door 
a en p door b, (fig. 19, 3). Blijk¬ 
baar behoeven we slechts te 
bewijzen, dat a en ^ geen punt 
gemeen hebben. Zouden ze wel 
een punt gemeen hebben, dan 
zouden ze elkaar volgens een 
rechte loodrecht op y snijden, 

(no. 18, 5), en het voetpunt van 
die loodlijn zou tot a, p en y 
behoren, dus ook tot a en b, 
terwijl a en b parallel zijn. We 
vinden een tegenspraak, waarmee aangetoond is, dat a en p 
parallel zijn. 

Tot slot willen we een tweetal stellingen bewijzen, waarmee 
een volledig overzicht verkregen wordt betreffende de moge¬ 
lijke liggingen van vlakken ten opzichte van elkaar. Twee 
vlakken heten hyperpavallel, wanneer ze een gemeenschappe¬ 
lijke loodlijn bezitten. Er geldt: 

19, 7. Zijn twee vlakken, die geen pnnt gemeen hebben, niet 
parallel, dan zijn ze hyperparallel. 

Laat aen p de gegeven vlakken zijn en zij A een willekeurig 

Niet-Euklidische Meetkunde. 8 
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punt. Door A brengen we een loodlijn a op a en een loodlijn 
b op (no. 17, 5). Vallen a en b samen, dan vormen ze een 
rechte, die gelijktijdig loodrecht is op a en en dan zijn 
we reeds klaar. Vallen a en b niet samen, dan bepalen ze een 

vlak y, dat loodrecht is op a 
en ook op /5, (no. 18,2). Laat 
de snijlijn zijn van a en y, 
en ^>1 de snijlijn van fS en y, 
(fig. 19,4). De rechten en b^ 
hebben natuurlijk geen punt 
gemeen; ze liggen in één vlak, 
maar ze zijn niet parallel, want 
a en ^ zijn niet parallel. Dus 
zijn ze hyperparallel, (no. 15, 6) 
en bezitten ze een gemeenschappelijke loodlijn c. Deze is echter 
op grond van de stelling van no. 18, 3 loodrecht op a en op y3, 
zodat aen ^ hyperparallel zijn, q.e.d. 

Het is duidelijk, dat er geen tweede gemeenschappelijke 
loodlijn is. Immers, deze zou met de reeds gevonden loodlijn 
in één vlak liggen, (no. 17, 4) en dit vlak zou a en p volgens 
twee rechten snijden, die twee gemeenschappelijke loo dlij nen 
zouden hebben, hetgeen, zoals we weten, niet kan. 

Uit het bovenstaande bewijs volgt nog in verband met de 
zoeven gemaakte opmerking, dat ieder gemeenschappelijk lood- 
vlak van twee hyperparallele vlakken door de gemeenschappe¬ 
lijke loodlijn van die vlakken gaat. 

19, 8. Hyperparallele vlakken zijn niet parallel. 

Laat P en Q de voetpunten zijn van de gemeenschappelijke 
loodlijn van de hyperparallele vlakken a en p, met P in a. 
Zou in a een rechte bestaan parallel met een rechte van 
dan zou er ook in a door P een rechte a mogelijk zijn parallel 
met een rechte b door Q in Maar dan zouden a en b hyper¬ 
parallel zijn, zodat we een contradictie vinden. 

Met betrekking tot de ligging van twee vlakken hebben we 
dus de volgende mogelijkheden: a) de vlakken snijden elkaar 
volgens een rechte; b) de vlakken zijn parallel; c) de vlakken 
zijn hyperparallel. 
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§ 20. Oneindig verre punten. — We kunnen, evenals in § 14 
voor het vlak is geschied, ook in de stereometrie de spreekwijze 
van de oneindig verre punten invoeren. We zullen weer zeggen, 
dat een halve rechte een oneindig ver punt bepaalt en dat 
twee parallele halve rechten hetzelfde oneindig verre punt 
bepalen, of ook, dat ze door hetzelfde oneindig verre punt 
gaan, enz. Ook van de dragers van parallele halve rechten 
zullen we weer zeggen, dat ze door hetzelfde oneindig verre 
punt gaan, enz. Verder hebben een rechte en een vlak een 
oneindig ver punt gemeen als ze parallel zijn. 

Twee vlakken hebben we parallel genoemd, wanneer ze 
door parallele rechten gaan en geen punt gemeen hebben; ze 
hebben dan wel een oneindig ver punt gemeen. In afwijking 
met gewone punten kunnen vlakken een oneindig ver punt 
g emeen hebben, zonder dat ze elkaar snijden. Hyperparallele 
V akken hebben evenwel ook geen oneindig ver punt gemeen, 
(no. 19,8). 

Het is gemakkelijk in te zien, dat de stellingen van de 
nrs. 14, I en 14, 2 ook voor de ruimte geldig zijn. We be¬ 
wijzen nu: 

20, 1. Door een rechte a en een niet tot a behorend oneindig ver 
'plint A ^ gaat een en slechts één vlak. 

Zij A een punt van de rechte a] de rechten aen AA^ snijden 
elkaar en behoren dus tot een vlak a. Een vlak a' door a en 
A^ moet de rechte AA^ bevatten en moet dus met a 
samenvallen. 

Een onmiddellijk gevolg van deze stelling is, dat door drie 
oneindig verre punten een en slechts één vlak gaat. 

20,2. Twee parallele vlakken hebben een en slechts één oneindig 
ver pumt gemeen. 

Uit de definitie van parallele vlakken volgt, dat ze ten 
minste één oneindig ver punt gemeen hebben. Zouden ze twee 
oneindig verre punten gemeen hebben, dan zouden ze ook de 
verbindingsrechte van die oneindig verre punten gemeen 
moeten hebben en ze zouden elkaar dus volgens die verbin¬ 
dingsrechte moeten snijden. 
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In verband hiermee kunnen we opmerken, dat, zodra van 
twee niet in één vlak gelegen hoeken de benen paarsgewijs 
parallel zijn, de hoeken tot twee elkaar snijdende vlakken 
moeten behoren: de snijlijn is namelijk de verbindingslijn van 
de oneindig verre punten van de benen. De afstanden van de 
hoekpunten tot die snijlijn kunnen zeer wel verschillend zijn, 
zodat er nu geen sprake meer van is, dat de hoeken gelijk 
moeten zijn, zoals in de Euklidische meetkunde. 

De volgende stellingen accentueren weer de overeenkomst 
van oneindig verre punten met gewone punten. 

20, 3. Door een gegeven oneindig ver punt , niet behorende tot 
een gegeven rechte l, gaat een en slechts één loodvlak op I 
(Analogon van de stelling van no. 17, 3). 

De rechte I bepaalt met een vlak a, zoals in no. 20,1 
is gebleken. In a is een loodlijn door 
P^ op I mogelijk, (no. 14, 3); het 
voetpunt daarvan zij P^, (fig. 20, 1). 
Door Pj gaat het loodvlak ^ op /, 
(no. 17, 3), dat de rechte PiP^ 
bevat, omdat PiP^ loodrecht op I 
staat. Er is geen tweede loodvlak 
door P^ op I mogelijk, omdat twee 
vlakken loodrecht op eenzelfde 
rechte hyperparallel zijn en dus niet parallel, (no. 19, 8). 

20, 4. Door een gegeven onein¬ 
dig ver punt P^ niet be- a 

horende tot een gegeven 
vlak a gaat een en slechts 
één rechte loodrecht op a 
(Analogon van de stel¬ 
ling van no. 17, 5). 

Zij A een punt van a, (fig, 

20,2). Door de rechte A P^ gaat 
ten minste één loodvlak op a, 
waarvan we de snijlijn met a 
door a^ aanduiden. Aangezien 




Fig. 20, 2. 
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P niet op «1 ligt is er op grond van de stelling van no. 14, 3 
door een loodlijn op «i in p mogelijk en die is tevens lood¬ 
recht op a, zoals we in no. 18, 3 bewezen hebben. Door zijn 
geen twee loodlijnen op a mogelijk, want twee loodlijnen op 
eenzelfde vlak zijn hyperparallel, (no. 17, 4). 

Het snijpunt P^ van a met de loodlijn door P^op ais dus 
ondubbelzinnig bepaald en heet de -pro'jectie van P^ op a. 

§ 21. De horisfeer. — Het ruimtelijk analogon van de hori- 
cykel wordt gevonden, wanneer men uitgaat van het systeem 
van alle vlakken, die hetzelfde oneindig verre punt gemeen 
hebben en van een gegeven punt A de spiegelbeelden ten 
opzichte van alle vlakken van dit systeem bepaalt. Al deze 
spiegelbeelden, waaronder A eveneens gerekend moet worden, 
vormen een oppervlak, dat horisfeer of grensoppervlak ge¬ 
noemd wordt. Het punt A heet de top van de horisfeer en de 
rechten door het middelpunt, dat is het aan alle vlakken van 
het bovengenoemde systeem gemeenschappelijke oneindig 
verre punt, worden de middellijnen van het oppervlak ge¬ 
noemd. -.i, • 

We vermelden eerst enige stellingen, die directe uitbrei¬ 
dingen zijn van die van § 16. 

21, 1. Een middellijn van een horisfeer heeft met het oppervlak 
een en slechts één punt gemeen. 

Het bewijs verloopt geheel als in no. 16, 1. 

Onder een raakvlak aan een horisfeer, in een punt van het 
oppervlak, verstaat men het vlak door dat punt loodrecht op 
de door dat punt gaande middellijn. 

21.2. Het topraakvlak aan een horisfeer heeft met het oppervlak 
alleen het raakpunt gemeen. 

Het bewijs is vrijwel gelijkluidend met dat van no. 16, 2. 

21.3. Alle horisferen zijn congruent. 

Voor het bewijs kunnen we naar no. 16, 4 verwijzen. 

We willen nu overgaan tot het bewijs van de stelling, dat 
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ieder punt van een horisfeer als top dienst kan doen Ter 
voorbereiding vermelden we eerst een hulpstelling. 

21,4. Zijn a en ^ farallele vlakken, dan zal ieder loodvlak y 
op o. en gaande door het gemeenschappelijke oneindig 
verre punt van a en ^ ook loodrecht op ^ staan. 

Zij a de snijlijn van a en y, (fig. 19, 3). De rechte a gaat door 
■^oo> het gemeenschappelijke punt van a en /3, omdat M 
ook tot y behoort. Zou y geen punt met /S gemeen hebben, 
dan zouden y en /3 parallel zijn, waarmee we echter in strijd 
komen met de stelling van no. 19, 5. Dus y en snijden elkaar 
volgens een rechte b, die parallel is met a. Het loodvlak door 
o op y is parallel met a, (no. 19, 6) en moet dus met samen¬ 
vallen, (no. 19, 5). Daarmee is de hulpstelling bewezen. 


21,5. Ieder punt van een horisfeer kan als top van die horisfeer 
dienen. 


Zij A de top van de horisfeer en laat B en C twee andere 
punten van het oppervlak zijn. Bij het bewijs onderscheiden 
we twee gevallen: 

a) De punten A, B en C liggen niet in hetzelfde vlak door 
het middelpunt (fig. 21, I). Zij r het middelloodvlak van 
A.B cn yW liet middelloodvlak van A.C, Uit de definitie van 


M 



horisfeer volgt, dat [jl en v door 
gaan. We brengen hier 
nog even in herinnering, dat 
het middelloodvlak van een 
segment, dus het vlak door het 
midden van het segment en 
loodrecht op de drager ervan, 
de meetkundige plaats is van 
het punt, dat op gelijke af¬ 
standen van de eindpunten 
van het segment gelegen is. 

We zullen laten zien, dat de 
vlakken fj, en v elkaar snijden, 
zou volgens de zoeven bewezen 
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hulpstelling het vlak door A, B en als loodvlak op v, 
(no. 18, 2), tevens loodrecht op fji zijn. Anderdeels is het vlak 
door A, C en loodrecht op //, zodat de vlakken ABM^ 
en ACM^ zouden moeten samenvallen, want door AM^ gaat 
slechts één loodvlak op (no. 18, 6). Dus A, B, C en M^ 
zouden toch in één vlak liggen, en we hebben juist ondersteld, 
dat dit niet zo is. De vlakken [ji en v snijden elkaar dus en hun 
snijlijn I gaat door . Elk punt van I ligt als punt van v even- 
ver van A als van B en als punt van ^ even ver van A als van 
C. Het ligt dientengevolge op gelijke afstanden van B 
en van C en dus behoort het tot het middelloodvlak A van 
BC, zodat B en C eikaars spiegelbeeld zijn ten opzichte van 
een vlak door M^. 

b) De punten A, B en C liggen in één vlak door M^. We 
beschouwen een punt D van de horisfeer, dat niet tot het 
bewuste vlak behoort. Uit het eerste deel van dit bewijs volgt, 
dat B en D, eikaars spiegelbeeld zijn ten opzichte van een 
vlak door M ^, en hetzelfde kan gezegd worden van de punten 
C en D. Maar dan zijn ook B en C eikaars spiegelbeeld ten 
opzichte van een vlak door M^, zoals onder a) is bewezen. 

We mogen daaruit concluderen, dat B evengoed als A als 
top van de horisfeer genomen kan worden. 

Het onder b) geleverde betoog laat zien, dat ieder punt 
van een horicykel als top van de horicykel kan dienen. We 
hebben in § 16 daarop reeds gewezen. Een gevolg daarvan is 
dat de hoeken ABM^ en BAM^ gelijk zijn, als A en B 
twee willekeurige punten zijn van een horicykel met middel¬ 
punt M^. 

We willen van deze laatste opmerking direct gebruik maken 
voor het bewijs van de stelling: 

21,6. Twee horicykelhogen zijn gelijk, wanneer ze door gelijke 
koorden onderspannen worden. 

Laat hg AB een horicykelboog zijn met middelpunt M^ en 
bg A'B' een boog met middelpunt M '^, (fig. 21, 2). Volgens de 
zoeven gemaakte opmerking is /_ ABM^ = Z. BAM^ en 
/. A'B'M'^ = /_ B'A'M'^. We zullen nu aantonen, dat de 
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enkelvoudig-asymptotische driehoeken ABM^ en A'B'M' 
congruent zijn. Daarvoor is het voldoende om te bewijzen 
dat BAM^ = /_ B'A'M'^, (no. 15, 4). Nemen we aan, dat 
ze ongehjk zijn, dan is één ervan, bijv. /. B'A'M'^ de kleinste. 
Leggen we de tweede driehoek zo op de eerste, dat de zijde 

A'B' met de zijde AB samenvalt 
en de halve rechte A'M'^ met de 
halve rechte AM^ aan dezelfde 
kant van de rechte AB komt te 
liggen, dan valt de halve rechte 
A 'M'^ samen met een binnen de 
hoek BAM^ gelegen halve rechte, 

Fig. 21,2. ^ de halve 

rechte BM^ gemeen heeft. Verder 
valt de halve rechte B'M'^ samen met een binnen ABM^ 
gelegen halve rechte, welke AP in een punt Q moet snijden. 
Dan zullen echter de halve rechten A'M'^ en B'M'^ elkaar 
ook moeten snijden, hetgeen evenwel niet het gevaT is. De 
genoemde enkelvoudig-asymptotische driehoeken zijn inder¬ 
daad congruent en de juistheid van de stelling volgt nu uit 
de congruentie van alle horicykels, (no. 16, 4). 



We denken ons nu twee 



ongelijke horicykelbogen gegeven. 
Zonder bezwaar kunnen we on¬ 
derstellen dat ze op eenzelfde 
horicykel liggen, waarbij we nog 
aannemen, dat P en Q aan de¬ 
zelfde kant liggen van de rechte 
OM (fig. 21,3); dit houdt in het 
onderhavige geval geen beperking 
in. Wanneer O en Q aan weers¬ 
kanten van de rechte PM^ liggen 
zullen we zeggen dat bg OP 
< hg OQ. Er geldt de stelling: 


21,7. Zijn twee horicykelbogen ongelijk, dan is die boog de 
grootste, welke door de grootste koorde wordt onderspannen. 
Voor het bewijs merken we op dat POM^ = 77 (JOP) 
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en QOM^ = 77(|O0, waaruit we op grond van no. 15, 5 
besluiten tot POM > /_ QOM, indien OP < OQ, Dien¬ 
tengevolge ligt de halve rechte OQ binnen ^ POM en zal 
daarom de halve rechte PM^ in een punt 5 snijden. Het is 
duidelijk dat Q niet met S kan samenvallen. Zou echter 
Q tussen O en S liggen, dan zouden we op grond van no. 15, 2 
moeten besluiten tot ^ OQM^ > /_ OSM^ > /I OPM^, 
waarmee we echter in tegenspraak komen met /. QOM^ 
< POM ^. De punten 0 en Q blijken aan weerskanten van 
PM^ te liggen en daarmee is de stelling bewezen. 

§ 22. De meetkunde op de horisfeer, — We zullen ons in 
deze paragraaf speciaal bezig houden met de meetkunde op 
de horisfeer. 

Onder een punt"^ zullen we in het vervolg verstaan een punt 
van een gegeven horisfeer (We voegen aan het woord „punt'" 
dus een asterisk toe). Onder een rechte^ zal verstaan worden 
de doorsnede van de horisfeer met een vlak door het middel¬ 
punt M^ van de horisfeer, dus een horicykel. De doelmatig¬ 
heid van deze terminologie zal in het vervolg voldoende 
blijken. We bewijzen eerst: 

22, 1. Door twee [van elkaar verschillende) punten^ gaat een en 
slechts één rechte^. 

Zijn en de gegeven punten*, dan zijn de rechten 
A^M^ en B^M^ parallel en liggen zij dus in een en slechts één 
vlak. Dit vlak snijdt op de horisfeer de horicykel in, die de 
rechte* ^*B* is. 

Als direct gevolg van deze stelling kunnen we noemen: 


22, 2. Twee rechten^ hebben één of geen punt^ gemeen, 

We merken op, dat een rechte* de horisfeer in twee delen 
verdeelt, die we ieder een half vlakl^ kunnen noemen. Immers 
het vlak van die rechte* bepaalt in de ruimte twee delen, die 
ieder aan een kant van dat vlak liggen en onder een half vlak* 
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kunnen we het deel van de horisfeer verstaan, dat geheel 
aan één kant van het vlak is gelegen. 

Een halve rechte"^ is het deel van een tot de horisfeer be¬ 
horende horicykel, dat geheel gelegen is aan één kant van de 
middellijn door een punt van de horicykel. Een horicykelboog 
kunnen we een segmenf^ noemen en het spreekt vanzelf, dat 
we een hoek^ definiëren als de figuur van twee halve rechten*, 
die door hetzelfde punt* begrensd worden. 

Onder een driehoek^ zullen we natuurlijk verstaan de figuur 
van drie niet op één rechte* gelegen punten* en de door die 
punten* twee aan twee bepaalde segmenten*, die de zijden^ 
van de driehoek* genoemd zullen worden. Kortom de ge¬ 
bruikelijke terminologie van de planimetrie dragen we op de 
horisfeer over, maar we onderscheiden de nieuwe begrippen 
van de overeenkomstige in de planimetrie, doordat wij aan 
hun benaming een asterisk toevoegen. 

De vraag is nu, welke planimetrische stellingen hun geldig¬ 
heid bij overgang op de horisfeer behouden. Het ligt voor de 
hand, dat we met de congruentietheorie beginnen, want in 
§ 3 is gebleken, dat daarmee feitelijk de meetkunde ontsloten 
wordt. We stuiten echter op een eigenaardige moeilijkheid, 
die verband houdt met het bewegingsbegrip. Weliswaar kan 
een horisfeer evenals een plat vlak in zich zelf bewogen wor¬ 
den, men kan bijvoorbeeld een horisfeer om een middellijn 
laten roteren, maar een vlak kunnen we bovendien in zich 
zelf omleggen, d.w.z. het is mogelijk een vlak om een van 
zijn rechten een halve slag te draaien, zodat elke in het vlak 
gelegen figuur overgaat in een nieuwe figuur, die met de 
oorspronkelijke symmetrisch ten opzichte van de gegeven 
rechte is gelegen. Welnu, iets dergelijks is voor de horisfeer 
niet mogelijk; een omlegging om een rechte* is onmogelijk 
omdat een rechte* in feite een kromme is, terwijl rotaties 
in de ruimte slechts om rechte lijnen kunnen geschieden. 

Toch zullen we zien, dat de in § 3 genoemde congruentie- 
stellingen ook voor driehoeken* geldig zijn, maar de grondslag 
van de bewijzen moet nu een weinig gewijzigd worden; de 
kern van het probleem schuilt in de definitie van het begrip 
beweging*''. , 
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Ten einde de oplossing van het probleem betreffende de 
fundering van de congruentietheorie voor horisferische drie¬ 
hoeken op het spoor te komen, maken we de volgende op¬ 
merking: Twee in eenzelfde vlak gelegen congruente driehoeken 
kunnen door toepassing van ten hoogste drie omleggingen tot dek¬ 
king gebracht worden. We bewijzen deze bewering als volgt. 
Laat ABC en A'B'C' de driehoeken zijn, (fig. 22,1) en veronder¬ 
stellen we, dat geen der overeenkomstige hoekpunten samen¬ 
vallen. De omlegging van A A'B'C' om de middelloodlijn 
van AA' voert in ^ over. Laat daarbij B' in B" en C' in C" 
overgaan. Als B qü B" niet 


samenvallen, dan gaat de 
middelloodlijn van het seg¬ 
ment BB" door A, want 
AB= A'B' = AB". De om¬ 
legging van A AB"C" om de 
middelloodlijn van het seg¬ 
ment BB" voert B" over in 
By terwijl A op zijn plaats 
blijft. Laat daarbij C" in C" 
overgevoerd worden. Valt C'" 
niet met C samen, dan is AB 



de middelloodlijn van het 


segment CC'", want CA 
= C'A' = C"A = C'"A en CB 


= C'B' = C"B" = C'"B. De omlegging van A ABC'" om 
AB Yoert C'" in C over. In de uitgesloten gevallen blijven 
een of meer spiegelingen achterwege. Daarmee is het ge¬ 
stelde doel bereikt. 


Het ligt voor de hand deze gang van zaken op de horisfeer 
te imiteren. Laat A^B^ een gegeven rechte* zijn en P* een 
gegeven punt*. Zij het punt, dat zodanig is gelegen, dat het 
vlak A^B^M^ middelloodvlak is van het segment P* Q^, 
m.a.w. (2* is het spiegelbeeld van P* ten opzichte van het 
vlak A*P*ikr^. Blijkbaar is op grond van de definitie van 
horisfeer en de stelling van no. 21,5 het punt weer een 
punt van de horisfeer; valt met P* samen als P* op de 
rechte* ^*P* ligt. We zeggen, dat (J* uit P* verkregen. 
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wordt door spiegeling'^ ten opzichte van de rechte* ^*B*. 
Wordt een punt* P* door toepassing van eindig vele spiege¬ 
lingen* na elkaar uitgevoerd, in het punt* overgevoerd, 
dan zullen we zeggen, dat(2* door een beweging^ uit P* ver¬ 
kregen is. De beweging* wordt het product van de genoemde 
spiegelingen* genoemd. 

Onze volgende taak is het nu om na te gaan of dit nieuwe 
bewegingsbegrip voldoende overeenstemming vertoont met 
het aanschouwelijke bewegingsbegrip' om als grondslag te 
kunnen dienen voor de congruentietheorie voor driehoeken*. 
Ter vervulling van die taak bewijzen we enige stellingen, 
waaruit de overeenstemming inderdaad blijkt. 

22, 3. Een beweging^ voert een willekeurig punt^ P* in een enkel 
punt^ (2* over. 

Immers de bewering geldt voor een spiegeling*, zoals we 
reeds zagen, en dus ook voor eindig vele spiegelingen* na 
elkaar uitgevoerd, dus voor een beweging*. 

22, 4. Elke beweging"^ kan gevolgd worden door een tweede be¬ 
weging^ y zodat ten slotte elk punt^ P* in zichzelf over¬ 
gevoerd wordt. 

Wordt P* door een spiegeling* in overgevoerd, dan 
kunnen we zeggen, dat door de omgekeerde spiegeling* in 
P* overgevoerd wordt. We vinden nu de in de stelling ge¬ 
noemde tweede beweging* door toepassing van de omgekeerde 
spiegelingen* van de eerste beweging* in een volgorde, die 
tegengesteld is aan de volgorde van de spiegelingen*, waar¬ 
van de eerste beweging* het product is. 

22, 5.- Twee bewegingen^^ na elkaar uitgevoerd, leveren weer een 
beweging^ op. 

De juistheid van de bewering volgt dadelijk uit de defi¬ 
nitie van een beweging* als product van eindig vele spiege¬ 
lingen*. 
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22, 6. Er is steeds een beweging^, die een gegeven punf^A'"^ in 
een gegeven punf^ A*" overvoert, een tweede gegeven punt'*' 
B'* in een punt* van de gegeven halve rechte* A*B* en 
een derde gegeven punt* C'* buiten de rechte* A'*B'*in 
een punt* van een gegeven door de rechte* A *B* begrensd 
half vlak* 

Als A* en A'* niet samenvallen, dan bestaat de middel- 
loodlijn* van het segment* A*A'*. Immers, het is de rechte*, 

1 • 11 • r • 


die op de horisfeer ingesne¬ 
den wordt door het middel- 

«c* 

1 

i 


loodvlak van het segment 

D* 

1 


A*A'*. Een spiegeling* ten 


. 

1 


opzichte van die middel- 


"4- 

\a'* 

loodlijn* voert A'* over in 

I 

\ 

het punt* A*. Laat daarbij 
B'* in 5"* en C'* in C"* 

c"*/ 

i 

V'* 

overgaan, (fig. 22, 2). Vallen 

/V'* 

Fig. 

4 

A* en A'* samen, dan blijft 
deze spiegeling* achterwege. 

i 

22, 2. 


Valt jB"* niet op de halve 


rechte* A*B*, dan kunnen we het middelloodvlak aanbrengen 


van het segment B"* B'"*, waarbij B'"* zodanig op de halve 
rechte* A*B* is gelegen, dat A*B"*=- A*B"'* is. Dit vlak 
snijdt de horisfeer volgens een rechte* door ^* en het is 
direct in te zien dat een spiegeling* ten opzichte van die 
rechte* de halve rechte* A*B"* met de halve rechte* A*B* 
doet samenvallen. Daarbij gaat C"* over in C'"*. Ligt C'"* 
nog niet aan de voorgeschreven kant van A*B* dan kunnen 
we de zaak in orde maken door nog een spiegeling* ten op¬ 
zichte van de rechte* A*B* toe te passen. We zien dus, dat 
door middel van ten hoogste drie spiegelingen* het in de 
stelling genoemde doel bereikt kan worden, q.e.d. 

We zullen twee segmenten* gelijk* noemen, wanneer ze 
door een beweging* tot samenvallen gebracht kunnen worden. 
Evenzo noemen we twee hoeken* gelijk*, wanneer ze door 
middel van een beweging* tot dekking gebracht kunnen 
worden en ten slotte heten twee driehoeken* congruent*, wan- 
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neer ze door een beweging* tot samenvallen gebracht kunnen 
worden. 

Het is niet moeilijk in te zien, dat de bewijzen van de stel¬ 
lingen van § 3 volkomen op de horisfeer nagebootst kunnen 
worden, want de de voor die bewijzen wezenlijke eigenschap¬ 
pen van het bewegingsbegrip hebben we in de nrs. 22,3—22,6 
opgesomd. Kort en goed, de stellingen van § 3 gelden in ge¬ 
transponeerde vorm ook op de horisfeer. 

Maar nog meer! Ook het 5e postulaat geldt voor de meet¬ 
kunde op de horisfeer. Als we rechten* parallel"^ noemen, 
wanneer ze geen punt* gemeen hebben, dan geldt: 

22, 7. Door een gegeven punf^ A* niet behorende tot een gegeven 
rechte"^ gaat een en slechts één rechte^, die parallel^ 
is met a*. 

De rechte is parallel met het vlak a door a* en 

Volgens de stelling van no. 19,5 is er door een en 

slechts één vlak dat met het vlak d parallel is. Het vlak /? 
snijdt op de horisfeer de rechte* in, die door A* gaat en 
parallel* is met a*, q.e.d. 

We weten, dat deze stelling gelijkwaardig is met het 5e 
postulaat, want zou het 5e postulaat niet op de horisfeer 
gelden, dan zou uit de stellingen van § 3, overgedragen op de 
horisfeer, volgen, dat er door een punt buiten een gegeven 
rechte oneindig vele rechten mogelijk zijn, die de gegeven 
rechten niet snijden. Dit is immers in het tweede hoofdstuk 
gebleken. 

De gevonden resultaten kunnen we samenvatten in de vol¬ 
gende merkwaardige en belangrijke stelling: 

22, 8. Op de horisfeer geldt de Euklidische planimetrie. 

Deze stelling is daarom zo belangrijk, omdat het nu mogelijk 
is geworden de ons zo vertrouwde Euklidische meetkunde 
dienstbaar te maken aan het onderzoek in de niet-Euklidische 
meetkunde. Zonder meer kan het evenwel nog niet. We 
kunnen zeggen, dat de meetkunde op de horisfeer dank zij 
de invoering van een goed gekozen terminologie een copie, of 


§22. DE MEETKUNDE OP DE IIOKISM-:i:K 115 

als men liever wil een models is van de Euklidisclu* j)!.tm 
metrie. Maar we hebben bijvoorbeeld nog niet de zek(‘rh( id, 
dat er verband bestaat tussen het begrip „gelijk*"’ in dr 
horisferische meetkunde en het gewone gelijkheidsbegri]), 
want het nieuwe gelijkheidsbegrip is op autonome wijze inge¬ 
voerd. Toch zullen we ons die zekerheid moeten verschaffen, 
willen we inderdaad in staat zijn voordeel te trekken uit de 
omstandigheid, dat de horisferische meetkunde een geheel 
bekende structuur bezit. 

Het is evenwel niet moeilijk om de verbinding tussen het 
op de horisfeer ingevoerde gelijkheidsbegrip met het gewone 
gelijkheidsbegrip tot stand te brengen. Laat ^*5* een ge¬ 
geven segment* zijn en door spiegeling* ten opzichte van de 
rechte* a* overgaan in het segment* ^'*jB'*. Volgens de 
definitie van spiegeling* ontstaat het segment ^'*S'* (seg¬ 
ment hier weer in de gewone betekenis) uit het segment ^*5* 
door spiegeling ten opzichte van het vlak door a* en M^, 
Maar een spiegeling van een vlakke figuur ten opzichte van 
een vlak is steeds door een beweging te bewerkstelligen, zodat 
de segmenten ^'*5'* en ^*5* gelijk zijn. Op grond van de 
stelling van no. 21,6 zijn dan ook de horicykelbogen ^'*5'* 
en ^*jB* gelijk en kunnen ze door een beweging tot dekking 
gebracht worden. 

Laat jB*y4*C* een gegeven hoek* zijn. De rechte 
is de ribbe van een tweevlakshoek, waarvan de ene zijde 
door jB* en de andere door C* gaat .^). Een standhoek van 
die tweevlakshoek kunnen we ook standhoek van /l*£*.d*C* 
noemen en er is niets op tegen om daarvoor de hoek te nemen, 
waarvan de benen in ^* aan de benen* van de hoek* raken, 
(fig. 22,3). Spiegeling* van de gegeven hoek* ten opzichte 
van een rechte* a* heeft ook spiegeling van de tweevlaks¬ 
hoek ten opzichte van het vlak door a* en ten gevolge 


1) We brengen nog even in herinnering, dat een tweevlakshoek ge¬ 
vormd wordt door twee halve vlakken, die de grenslijn gemeen hebben. 
Die grenslijn heet de ribbe en de halve vlakken zijn de zijden van de 
tweevlakshoek. Elk vlak loodrecht op de ribbe snijdt een standhoek 
in en we weten, dat alle standhoeken gelijk zijn, (no. 18, 1). 
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en de standhoek van de door spiegeling verkregen tweevlaks- 
hoek is gelijk aan die van de oorspronke- 
^ lijke tweevlakshoek, omdat een hoek een 
vlakke figuur is en dus door spiegeling ten 
opzichte van een vlak in een figuur over¬ 
gaat, waarmee hij door een beweging tot 
dekking gebracht kan worden. 

Hiermee is gebleken, dat gelijke* seg¬ 
menten* gelijk zijn en dat gelijke* hoeken* 
gelijke standhoeken bezitten. 

Fig. 22,3. We zullen in de volgende paragrafen 

meer dan eens gelegenheid hebben om van 
de in deze paragraaf gevonden resultaten gebruik te maken. 



§ 23. Afbeelding van een niet-Euklidisch vlak op een Euklidisch 
half vlak. — De term „afbeelden’' heeft in de wiskunde een 
enigszins andere betekenis dan in het gewone spraakgebruik. 
Men kan zich het daarmee aangeduide begrip duidelijk maken ' 
door te denken aan de kartografie. Voorde verkrijging vaneen 
behoorlijk juiste voorstelling van het aardoppervlak, bijvoor¬ 
beeld wat de verdeling van land en water aangaat, de loop 
der grote rivieren en dergelijke, bedient men zich van be¬ 
paalde hulpmiddelen, te weten, globes en kaarten. De globe 
kan dienen om een overzicht te krijgen van het aardoppervlak 
als geheel, terwijl een kaart aangewend wordt, wanneer men 
een deel van het aardoppervlak met meer details wil weer¬ 
geven. Bij de vervaardiging van een kaart ziet men zich voor 
het probleem gesteld een deel van het bolvormige aardopper¬ 
vlak op een plat vlak, het kaart vlak, af te beelden. Meer wis¬ 
kundig uitgedrukt: men moet een deel van een boloppervlak 
afbeelden op een deel van een Euklidisch plat vlak. Het is 
bekend, dat daarvoor tal van methodes toegepast worden, 
waarvan de keuze vooral bepaald wordt door het doel, waar¬ 
voor men de kaart wil gebruiken. Bij al deze methodes is er 
geen sprake van afbeelden in de gewone zin van het woord. 
De afbeelding, waarmee men in de kartografie te maken heeft, 
is veeleer een methode, met behulp waarvan bij ieder punt 
van een aangewezen deel van het aardoppervlak een en slechts 
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één punt in het kaartvlak wordt bepaald, dat bij het eerste 
punt als ,,beeldpunt'' behoort, terwijl bij een willekeurig 
punt van het kaartvlak juist één punt van het bewuste deel 
van het aardoppervlak behoort. Men drukt dit uit door te 
zeggen, dat de punten van het af te beelden deel van het aard¬ 
oppervlak en de punten van het kaartvlak op grond van de 
afbeelding omkeerbaar éénduidig met elkaar corresponderen, 
of ook wel, dat die punten omkeerbaar éénduidig aan elkaar 
toegevoegd zijn. Bij de gebruikelijke kaartprojecties treden 
daarbij zekere nadelen op, die slechts door het toelaten van 
weer andere vermeden kunnen worden. 

Een ^ zeer bekende afbeeldingsmethode is de Mercator- 
projectie. Deze methode heeft het nadeel, dat gelijke afstanden 
op het boloppervlak niet steeds weer als gelijke afstanden op 
het kaartvlak afgebeeld worden. De wereldkaarten in Mer- 
cator-projectie zijn naar de polen toe sterk uitgerekt, zodat 
bijvoorbeeld een gebied als Groenland in vergelijking tot Zuid- 
Amerika veel te groot op de kaart voorkomt. Een vooral 
voor de zeevaart en de luchtvaart belangrijke eigenschap is 
evenwel, dat hoeken in ware grootte op de kaart zijn 
terug te vinden; de Mercator-projectie is conform, zoals men 
sinds G a u s s zegt. Er is echter geen sprake van, dat de 
kortste verbindingslijn tussen twee punten op het aardop¬ 
pervlak op de kaart steeds als een recht segment wordt 
afgebeeld. 

Naast de practische betekenis bezit de leer van de kaart¬ 
projectie ook een theoretische betekenis. Door de afbeelding 
van een deel van een boloppervlak op een deel van een plat 
vlak, wordt de minder goed toegankelijke meetkunde op het 
boloppervlak als het ware zichtbaar gemaakt in de meet¬ 
kunde van het platte vlak. Weliswaar treden vervormingen 
op, maar die zijn aan bekende wetmatigheden onderworpen, 
zodat men in staat is uit stellingen van de vlakke meetkunde 
conclusies te trekken aangaande de meetkunde op een bol¬ 
oppervlak. 

Iets dergelijks willen we nu doen in de niet-Euklidische 
meetkunde. De meetkunde op de horisfeer is ons bekend, zij 
is immers de Euklidische meetkunde. Welnu, we zullen zien, 
Niet-Euklidische Meetkunde. 9 
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dat het mogelijk is door middel van een afbeelding van een 
niet-Euklidisch plat vlak op een deel van de horisfeer de niet- 
Euklidische planimetrie „zichtbaar'' te maken in de Eukli- 
dische planimetrie. Het zal blijken, dat de hoeken onveranderd 
afgebeeld kunnen worden, de door ons toegepaste afbeelding 
is als gevolg daarvan conform, maar we zullen er rekening 
mee moeten houden, dat rechte lijnen van het niet-Euklidi- 
sche vlak in het algemeen niet als rechte lijnen in de Eukli- 
dische meetkunde te voorschijn komen. 

Alvorens tot de beschrijving van die afbeelding over te 
gaan zullen we enige hulpstellingen bespreken, waarmee de 
eigenaardigheden van de afbeelding snel te voorschijn gebracht 
kunnen worden. 

We denken ons gegeven een horisfeer met middelpunt 
en gebruiken voor de figuren op dat oppervlak de notatie 
van de vorige paragraaf, dus de benamingen uit de planimetrie 
voorzien van een asterisk. 

Onder de centvule pYobjectie (uit het middelpunt van de hori¬ 
sfeer) van een niet met dat middelpunt samenvallend oneindig 
ver punt op het oppervlak verstaan we het snijpunt A* 
van de rechte met het oppervlak. Op grond van de 

stellingen van no. 14,2 en no. 21,1 heeft ieder van ver¬ 
schillend oneindig ver punt een en slechts één centrale pro¬ 
jectie. 

Als eerste hulpstelling noemen we: 

23, 1. De meetkundige plaats van de centrale projectie van een 
oneindig ver punt van een vlak a op de horisfeer is 
een cirkel^, als het vlak niet door het middelpunt gaat. 
Gaat het vlak wel door het middelpunt, dan is de genoemde 
meetkundige plaats een rechte^. 

Bij het bewijs moeten we blijkbaar twee gevallen onder¬ 
scheiden. 

a) We beschouwen eerst het geval, waarbij a niet door 
het middelpunt gaat, (fig. 23, 1). Zij M de projectie van 
op a, (no. 20, 4), en M* het snijpunt van de rechte MM^ 
met de horisfeer. Laat en twee oneindig verre punten 
van a zijn en .4* en 5* hun centrale projecties op de hori- 
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sfeer.Ten duidelijkste liggen de rechten en sym¬ 

metrisch ten opzichte van het vlak d door de bisectrix van 
/_ A^MB^ en de rechte MM^, Dus 5* ontstaat uit A^ 
door spiegeling* ten opzichte van 
een rechte* door ilf*, zodat seg¬ 
ment* M^A"^ gelijk* is aan seg¬ 
ment* ikf*5*. Daarmee is aange¬ 
toond, dat ^* en jB* tot een cirkel* 
behoren met middelpunt* Af*. 

Zij omgekeerd .B* een punt van 
de cirkel* door het punt* A^ met 
middelpunt* Af*; het spreekt van¬ 
zelf, dat we S* van ^* verschil¬ 
lend denken. Het van Af^ ver¬ 
schillende oneindig verre punt van 
de rechte Af^5* noemen we weer 
B^. Het loodvlak door A^ op de 
rechte Af*Af^ valt blijkbaar met 
a samen. Daar de segmenten* M^A"^ en Af’*jB* gelijk* zijn, 
liggen de punten H* en 5* symmetrisch ten opzichte van een 
vlak d door de rechte Af *Af^ en dus liggen de rechten A ^ Af ^ 
en B^M^ eveneens symmetrisch ten opzichte van ö. Daar 
Af^^ als rechte van a loodrecht is op AfAf^, is ook MB^ 
loodrecht op die rechte, zodat op grond van de stélling van 
no. 17, 2 de rechte MB^ en daarmee het oneindig verre punt 
B^ tot a behoort. 

b) Thans beschouwen we het geval, dat a door Af^ gaat. 
Het is echter evident, dat de centrale projecties van de on¬ 
eindig verre punten van a op de horisfeer behoren tot de door¬ 
snede van a met het oppervlak, terwijl ieder punt van de 
doorsnede de centrale projectie is van een oneindig ver punt 
van a. De doorsnede van a met de horisfeer is een horicykel, 
dus een rechte*. 

We kunnen de in de zoeven bewezen stelling genoemde 
meetkundige plaats in aansluiting met een reeds in § 14 ge¬ 
bruikte beeldspraak het horizonbeeld op de horisfeer van het 
vlak a noemen. 
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We bewijzen nu: 

23, 2. De hoek^, waaronder de horizonbeelden op de horisfeer van 
twee elkaar snijdende vlakken a en ^ elkaar snijden^ is 
gelijk aan de hoek, waaronder de vlakken elkaar snijden. 

Ook nu moeten we bij het bewijs weer een aantal gevallen 
onderscheiden. 

a) We beschouwen eerst het geval, waarbij geen der vlakken 
a en jS door gaan. De pro¬ 

jectie van op a zij M en de 
projectie van op ^ zij N. De 
oneindig verre punten van de snij¬ 
lijn c van a en jS zijn en 
en hun centrale projecties op de 
horisfeer noemen we en 5*, 

(fig. 23,2) 1). De horizonbeelden van 
a en /3 op de horisfeer hebben 
en gemeen, zodat ze elkaar 
snijden. Het vlak is 

loodrecht op a, omdat MM^ lood¬ 
recht op a is, (no. 18, 2), en om een 
soortgelijke reden is het vlak 
M^NA^ loodrecht op 

We denken ons een tweede hori¬ 
sfeer aangebracht met middelpunt A^. Ook hiervoor gebruiken 
we de terminologie van de vorige paragraaf, maar plaatsen 
nu, ter onderscheiding van de benamingen op de eerste horis¬ 
feer, de asterisk rechts onderaan. De snijpunten van de rechten 
A^B^, A^M, A^M^ en A^N met de tweede horisfeer 
noemen we opv. P^, A^ en We merken nu op, dat de 
hoeken,^ P^M^A^ en P^N^A^ recht zijn. Daar in vierhoek^ 
P^M^A^N^ desom der hoeken,,, gelijk is aan 2n, immers ook 
op de tweede horisfeer geldt de Euklidische meetkunde, zijn 
dus de hoeken,,, M^P^N^ en M^A^N^ eikaars supplement. 
Als we de snijpunten van de rechten MM^ en NN'^ met 
de eerste horisfeer opv. M* en A* noemen, dan zijn ook 



1) Om de tekening niet te overladen is alleen yl* aangegeven. 
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en M*^*A^* eikaars supplement, want 
Z* = Z* M*Z*iV*, (no. 18, 1). 

De hoek tussen a en ^3 is gelijk aan Z* zodra die 

hoek niet stomp is. Dan is evenwel Z* M*Z*A^* niet scherp 
en het supplement daarvan is de hoek* tussen de cirkels* 
door Z* opv. met middelpunten* M* en A^*, dus gelijk aan 
de hoek tussen a en /3. 

De hoek tussen a en jS is gelijk aan het supplement van 
Zïic wanneer die hoek wel stomp is. Dan is echter 

Z*M*Z*A/'* scherp en dus gelijk aan de hoek* tussen de 
cirkels* door Z* opv. met middelpunten* Af* en iV*, welke 
bijgevolg ook nu gelijk aan de hoek tussen a en blijkt te zijn. 

b) Gaat één der vlakken, bijv. ^ door Af^, dan vervalt 

het punt (fig. 23,3). Voor het 
overige kunnen we de notatie van 
het vorige nummer handhaven. Ook 
nu hebben de horizonbeelden van a 
en /S op de horisfeer, waarvan er één 
een rechte* is, de punten* Z* en 5* 
gemeen. De rechten Z^Af, 
en A^M^ bepalen op de tweede 
horisfeer een driehoek,}. M^P^A^, 
waarin Z* * recht is. Dien¬ 
tengevolge is Z* het com¬ 

plement van Z-:^ A^P:^M^', deze hoe¬ 
ken,}, zijn scherp. 

De hoek* tussen de rechte* Z*5* 
en de cirkel* door Z* met middel¬ 
punt* Af* is het complement van 
Z* Af*Z*5*, dus het complement van Z* en die 

is juist de hoek tussen a en p. 

c) Er blijft nog het geval te beschouwen, waarbij a en ^ 
beide door gaan. Dan gaat ook de snijlijn c door Af^^; 
laten we aannemen, dat met samenvalt. De bewering 
is in dit geval haast triviaal, want de hoek tussen a en ^ is 
immers gelijk aan de hoek* tussen de rechten* door Z*, volgens 
welke de horisfeer door de vlakken a en p gesneden wordt. 
Daarmee is het bewijs van de stelling volledig geleverd. 
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We noemen nu nog een tweetal hulpstellingen, waarvan 
het bewijs weinig moeite kost. 

23, 3. De horizonteelden op de horisfeer van twee parallele vlak¬ 
ken a en die niet beide door gaan, raken elkaar. Ze 
zijn parallele^ rechten^ {in de zin van de Euklidische meet¬ 
kunde), wanneer beide vlakken door gaan. 

Daar a en parallel zijn hebben ze juist één oneindig ver 
punt, A^, gemeen. Valt niet met samen, dan gaan 
niet beide vlakken door en dus is ten minste één van de 
horizonbeelden een cirkel*, terwijl die horizonbeelden één 
punt* gemeen hebben; ze raken elkaar dus. Valt A^ wel met 
samen, dan zijn de horizonbeelden rechten*, die geen 
punt* gemeen hebben. 

23, 4. De horizonbeelden van twee hyperparallele vlakken a en p 
hebben geen punt^ gemeen, en ten minsten één ervan is een 
cirkel^. 

Immers, a en ^ hebben geen oneindig ver punt gemeen, 
zodat ze ook niet gelijktijdig door kunnen gaan. 

Thans gaan we over tot de beschrijving van een afbeelding 
van een niet-Euklidisch vlak^op een deel van de horisfeer. 

Zij Tj een niet-Euklidisch vlak 
door ; dit is het vlak, dat we 
willen afbeelden. Om ons in het 
vervolg gemakkelijk te kunnen 
uitdrukken, zullen we de punten 
aan de ene kant van rj de punten 
boven rj noemen. Zij P een punt 
van rj en het boven r] gelegen 
oneindig verre punt van de lood¬ 
lijn door P op rj, d.w.z. de halve 
rechte PP^ ligt boven rj, (fig. 23,4). 
Van de centrale projectie P* op 
de horisfeer uit van P^ zullen 
we zeggen, dat het als beeldpunt bij P behoort, of ook, dat 
het aan P is toegevoegd. Is. omgekeerd P* een punt van de 
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horisfeer en boven rj gelegen, dan wordt de projectie P op rj 
van het van verschillende oneindig verre punt van de 
rechte aan P* toegevoegd; blijkbaar is P* het beeld¬ 

punt op de horisfeer van P. We zien daaruit dat op grond van 
de beschreven afbeelding aan ieder punt van rj een en slechts 
één punt boven rj van de horisfeer is toegevoegd, terwijl bij 
ieder boven rj gelegen punt van de horisfeer een en slechts 
één punt van het vlak t] behoort. We hebben daarmee een 
omkeerbaar éénduidige afbeelding verkregen van de punten 
van het niet-Euklidische vlak rj op de punten van een halve 
horisfeer, n.1. het deel van de horisfeer, dat boven rj gelegen 
is. De begrenzing daarvan is een rechte*, die we in het ver¬ 
volg steeds met zullen aan duiden. 

Als we onder het beeld op de horisfeer van een tot beho¬ 
rende rechte a verstaan de meetkundige plaats van de beelden 
van de punten van a, dan geldt: 

23, 5. Het beeld van een niet door gaande rechte a van rj 
is een halve cirkel^, waarvan de eindpunten'^ liggen op de 
rechte"^ x"^. Het beeld van een rechte^ die wel door gaat 
is een halve rechte^ loodrecht op x^, waarvan het eindpunt^ 
tot :r* behoort. 

Met ieder punt P van a, (fig. 23, 5), correspondeert een en 

slechts één boven rj gele¬ 
gen oneindig ver punt van 
het vlak a door a lood¬ 
recht op rj als het boven rj 
gelegen oneindig verre 

punt van de loodlijn 

door P op rj, die, zoals be¬ 
kend, tot a behoort, (no. 
18,4). Omgekeerd corres¬ 
pondeert met ieder boven 
rj gelegen oneindig ver 
punt P^ van a een en 
Fig. 23, 5. slechts één punt P van a 

als de projectie van P^ op 
rj, die noodzakelijk tot a moet behoren. De stelling van no. 23,1 
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leert, dat de centrale projecties van alle oneindig verre punten 
van a op de horisfeer een cirkel* of een rechte* vormen, naar- 
gelang a niet of wel door gaat. Het beeld van a bestaat 
dus uit het deel van die cirkel* resp. die rechte*, dat boven rj 
is gelegen. Gaat a niet door , dan ligt het middelpunt* M* 
van die cirkel* op de loodlijn door op a, en daar die lood¬ 
lijn in rj ligt, a is immers loodrecht op ?], behoort M* tot .t*. 
Verder zijn de eindpunten van het beeld van a de beelden 
van de beide oneindig verre punten van a, als we onder beeld 
van een oneindig ver punt van rj verstaan de centrale projectie 
daarvan op de horisfeer. 

Gaat a wel door , dan behoort het beeld a* van a tot een 
rechte*, die loodrecht op x* staat. Het eindpunt* van ^^* is 
het beeldpunt van het van verschillende oneindig verre 
punt van a. 

23, 6. De beelden van twee parallele rechten van rj, die niet beide 
door gaan, raken elkaar in een punf^ op de rechte"^ 

De beelden van twee rechten van rj door zijn halve 
rechten^, die beide loodrecht op %* staan. 

Het eerste deel van deze stelling volgt uit de stelling van 

no. 23, 3, waarbij we er aan moe¬ 
ten denken, dat de loodvlakken 
d* Tj door de beide gegeven rech- 

c* ten parallel zijn, (no. 19, 6). Het 
tweede deel volgt direct uit de 
vorige stelling. 

figuur 23, 6 zijn a* en è* 
^ \ beelden van parallele rechten, 

f \ ' eveneens 6* en c* en ook c* en 

^-*-^ ^/*. Verder zijn en ^^* beelden 

Fig. 23, 6. van snijdende rechten en a* en 

c* zijn beelden van hyperparal- 
lele rechten. Deze mogen immers zelfs geen punt op de rechte* 
^* gemeen hebben, terwijl ten minste één ervan een halve 
cirkel* moet zijn. 

23, 7. Het beeld van een in rj gelegen cirkel is een cirkel^, die 
geen punt met de rechte^ x"^ gemeen heeft. 
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We tonen eerst aan, dat we de punten van een in rj gegeven 
cirkel omkeerbaar éénduidig kunnen laten corresponderen met 
de oneindig verre punten van een passend gekozen vlak a. Stel 
P zij het middelpunt van de cirkel en A en B zijn twee punten 



Fig. 23,7. 


van de omtrek, (fig. 23, 7). Het 
oneindig verre punt boven rj 
van de loodlijn door ^ op ^ 
noemen we A^, en is het 
boven rj gelegen oneindig verre 
punt van de loodlijn door B 
op rj. Blijkbaar is /\APA^ 
m A BPB^ , (no. 15,1). Daaruit 
volgt: Z APA^= Z BPB^ 
en dus ook: Z ^4 ^ 

== Z PP 00 > P^ het boven 
fj gelegen oneindig verre punt 


is van de loodlijn door P op tj 
Is Q het voetpunt van het loodvlak a door A^ op PP^ 
dan is het segment PQ de paralleldistantie behorende bij 
Z ^ 00 PP<x> dus ook bij Z B^ PPoo > zodat B^ eveneens 
tot a behoort. We zien, dat bij ieder punt van de cirkel een 
oneindig ver punt van a behoort, waarvan het eerste punt de 
projectie op is. 


Zij omgekeerd B^ een oneindig ver punt van a en 5 de 
projectie daarvan op rj. Dan is 
Z BPB^ ~ Z APA^, omdat 
Z B^PP^= Z A^PP^ is, en 
dus geldt: A BPB^ ^ AAP A^ 

(no. 15, 4). Daaruit volgt, dat 
BP=A P is en dus behoort B tot 
de cirkel door A met middelpunt P. 

Met ieder oneindig ver punt van a 
correspondeert één punt van die 
cirkel als projectie van het on¬ 
eindig verre punt op rj, De vlakken a en rj zijn hyperparallel. 
Het horizonbeeld van a op de horisfeer is een cirkel*, die 



geen punt met gemeen heeft, (no. 23,4). Hiermee is het 
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bewijs van de stelling voltooid. We merken nog even op, dat 
het beeldpunt P* van het middelpunt P van de cirkel in rj 
niet het middelpunt* is van het beeld van de cirkel. Immers, 
de projectie van op a valt niet met Q samen. In figuur 23, 8 
is het beeld op de horisfeer van een cirkel getekend met de 
beelden van enige rechten door het middelpunt van die cirkel. 

We vatten het gevondene in de volgende stelling samen: 

23, 8. Er bestaat een omkeerbaar éénduidige afbeelding van de 
punten van een niet-Euklidisch vlak op de punten van een 
Euklidisch half vlak. De rechten van het niet-Euklidische 
vlak worden af geheeld óf wel als halve cirkels met de eind¬ 
punten op de begrenzing van het halve vlak, óf wel als halve 
rechten loodrecht op die begrenzing met eindpunten, die tot 
de begrenzing behoren. De afbeelding is conform, hetgeen 
wil zeggen, dat de hoek, waaronder twee rechten in het niet- 
Euklidische vlak elkaar snijden, gelijk is aan de hoek, 
waaronder hun beelden elkaar snijden. De beelden van 
twee parallele rechten raken elkaar in een punt van de be¬ 
grenzing, of wel het zijn twee halve rechten loodrecht op de 
begrenzing. Het beeld van een in het niet-Euklidische vlak 
gelegen cirkel is een cirkel in het halve vlak, die geen 
punt met de begrenzing gemeen heeft. 

We weten immers, dat de meetkunde op de horisfeer de. 
Euklidische planimetrie is, zodat we het oppervlak gerust als 
een Euklidisch plat vlak kunnen beschouwen. 

Men zou kunnen tegenwerpen, dat een horisfeer geen Euklidisch 
vlak is, evenmin als een cylinder in een Euklidische ruimte èen Eukli¬ 
disch vlak is, hoewel een cylinder op eeii Euklidisch vlak afgerold kan 
worden, zodat bij geschikte afspraken ook op de cylinder de Eukli¬ 
dische planimetrie geldt. 

Dit bezwaar kan echter gemakkelijk ondervangen worden. Op de 
horisfeer beschouwen we twee onderling loodrechte rechten* en we 
nemen een bepaalde eenheid van lengte* aan. Dan kunnen aan ieder 
punt* van de horisfeer coördinaten toegekend worden als de af¬ 
standen* van het punt* tot de aangenomen rechten*, waarbij die 
afstanden* op grond van een bepaalde teken-afspraak positief dan 
wel negatief gerekend worden. 

In een Euklidisch vlak worden eveneens twee onderling loodrechte 
rechten aangenomen en wordt een lengte-eenheid gekozen, zodat ook 
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ieder punt van het Euklidische vlak door zijn coördinaten gekarakte¬ 
riseerd kan worden. We kunnen nu afspreken, dat een punt* van de 
horisfeer en een punt van het Euklidische vlak dan en alleen dan aan 
elkaar toegevoegd worden, wanneer ze dezelfde coördinaten bezitten. 
Daarmee hebben we dan een omkeerbaar éénduidige afbeelding van 
de punten* van de horisfeer op de punten van het Euklidische vlak 
verkregen, waarbij aan rechten* op de horisfeer rechten in het vlak 
zijn toegevoegd. Immers een rechte is door een vergelijking van de 
eerste graad in de coördinaten gekarakteriseerd. De afbeelding is 
voorts isometrisch, d.w.z. de afstand* van twee punten op de horisfeer 
is gelijk aan de afstand van de beeldpunten in het Euklidische vlak. 
Verder is de afbeelding conform. 

We willen nu nog nagaan wat er gebeurt bij de afbeelding 
op de horisfeer van twee punten P en Q van rj, die symme¬ 
trisch liggen ten opzichte van een rechte van r]. Wanneer die 
rechte a door gaat, dan liggen P en symmetrisch ten 
opzichte van het loodvlak a door a op 77 en dus zijn de beeld¬ 
punten P* en (2* eikaars gespiegelde* ten opzichte van de 
rechte* a*, welke het beeld is van a op de horisfeer. 

Iets gecompliceerder is de zaak, wanneer a niet door 
gaat. We kunnen P en Q beschouwen als diametraalpunten 
van een cirkel, waarvan dus het middelpunt N op de rechte 
a is gelegen. Het beeld van die cirkel is een cirkel*, die de 
halve cirkel* a* loodrecht 
snijdt, want de afbeelding is 
immers conform. Is ^* een 
van de snijpunten van de cir¬ 
kel* met de cirkel* a*, dan 
gaat de raaklijn* in ^* aan de 
eerste cirkel* door het middel¬ 
punt* M* van a*. Zij /* het 
beeld van de rechte I door P 
en Q. We nemen eerst aan, dat 
Z niet door gaat. Dan is Z* ook een halve cirkel*, (fig. 23, 9), 
die zowel a* als de cirkel* door P* en loodrecht snijdt. 
De raaklijn* in iV*, het beeldpunt van het snijpunt van I en a, 
aan Z* gaat door M*. Laten we nu aannemen, dat de rechte 
Af*P* de cirkel* door P* en (2* nogmaals snijdt in (3'* en Z* 
nogmaals in, Q"^. Volgens een bekende stelling uit de Eukli¬ 
dische planimetrie is 




128 


III. STEREOMETRIE 


^ M*P* X 

en 

^ M*P* X 

Daar M^A^= is ook zodat de 

punten* (J'* moeten samenvallen. Dat kan alleen, 

wanneer ze met ^* samenvallen, zodat we vinden, dat M*, 
P* en (J* op één rechte* liggen, terwijl bovendien: 

ikf*P* xM*(?*=r*2, 

als r* de straal* van de cirkel* a* voorstelt. 

Hetzelfde resultaat vinden we, wanneer I door gaat. 
Immers, dan behoort /* tot een rechte* loodrecht op ;r* en 
daar ^* ook a* loodrecht snijdt, isM* het eindpunt* van /*. 
De punten* P* en (2* liggen nu op de loodlijn* door M* 
op a;*, terwijl nu onmiddellijk kan worden ingezien, dat 

iH^*.P* X -/k/"*^* - 

is. 

We zullen in de volgende paragraaf zien welke belangrijke 
en principiële betekenis het gevonden resultaat bezit. 

§ 24. De onbewijsbaarheid van het 5e postulaat. — Bij de 

opbouw van de niet-Euklidische meetkunde is de vraag naar 
de mogelijkheid of onmogelijkheid van een bewijs van het 
5e postulaat naar de achtergrond gedrongen. Maar al kan 
misschien ook het tot nu ontwikkelde deel van de theorie het 
vertrouwen schenken, dat de niet-Euklidische meetkunde met 
evenveel recht als de Euklidische beoefend kan worden als 
een deductieve wetenschap, we dienen desondanks te be¬ 
seffen, dat de zekerheid van de onbewijsbaarheid van het 
5e postulaat daarmee niet is verkregen. De mogelijkheid blijft 
bestaan, dat het postulaat van § 9 in strijd is met de stellingen 
van § 3; indien deze strijdigheid inderdaad zou bestaan, zou 
de niet-Euklidische meetkunde niets anders dan een hersen¬ 
schim zijn. 

Het is stellig waar, dat alle pogingen om het 5e postulaat 
te bewijzen gefaald hebben, wanneer slechts een beroep gedaan 
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mag worden op de in § 3 genoemde stellingen. Mc-n /n\\ uu 
met hetzelfde recht kunnen vragen of misschien het ])()sl ul.i.ii 
van § 9 bewijsbaar is; dan zou het 5e postulaat zelfs w('(‘! h gd 
zijn. Welnu, laten we eens aannemen, dat inderdaad de b(‘- 
wering van no. 9, 1 logisch uit de stellingen van § 3 voort¬ 
vloeit. In § 22 hebben we gezien, dat die stellingen ook op de 
horisfeer gelden. Daaruit zou moeten volgen, dat de som der 
hoeken van een horisferische driehoek kleiner is dan n, ter¬ 
wijl we in § 22 bewezen hebben, dat op de horisfeer de Eukli- 
dische meetkunde geldt, zodat de som der hoeken van een 
horisferische driehoek gelijk is aan jz. Hieruit blijkt dat 
de onderstelling van de bewijsbaarheid van het postulaat van 
§ 9 op grond van de stellingen van § 3 een tegenspraak ten 
gevolge heeft. 

Dit bewijs toont ons de weg, welke gevolgd kan worden 
om de onbewijsbaarheid van het 5e postulaat aan te tonen. 
We zullen moeten trachten om in de Euklidische meetkunde 
een model te vinden van de niet-Euklidische meetkunde, 
anders gezegd: we moeten in de Euklidische meetkunde een 
systeem van dingen aanwijzen, welke ,,punten’' en ,,recht en 
genoemd kunnen worden, en waarvoor de axioma’s van de 
niet-Euklidische meetkunde gelden. Het omgekeerde is reeds 
gelukt; in § 22 hebben we op de horisfeer een model gecon¬ 
strueerd van de Euklidische meetkunde. 

De resultaten verkregen in de vorige paragraaf geven ons 
duidelijke aanwijzingen omtrent de wijze, waarop een Eukli- 
disch model van de niet-Euklidische planimetrie opgebouwd 
kan worden. We hebben feitelijk reeds een dergelijk model 
verkregen, maar de wijze, waarop het verkregen is, kan 
thans voor ons doel niet dienen, omdat bij de construc¬ 
tie van het model immers van de niet-Euklidische meet¬ 
kunde gebruik is gemaakt. W^e zullen daarom het in no. 
23, 8 beschreven model geheel opnieuw moeten opbouwen, 
maar we zullen daarbij geen andere hulpmiddelen mogen 
gebruiken dan die, welke de Euklidische meetkunde ter be¬ 
schikking stelt. 

In het volgende stellen we ons geheel op het standpunt van 
de Euklidische planimetrie en verstaan onder vlak het Eukli- 
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dische vlak, terwijl van alle te beschouwen figuren ondersteld 
wordt, dat ze in dit vlak zijn gelegen. 

Ten einde te weten te komen welke hulpmiddelen voor de 
bereiking van het gestelde doel essentieel zijn, knopen we aan 
bij de beschouwingen aan het einde van § 23. Het is namelijk, 
gelet op de theorie van § 22, nu reeds duidelijk, dat we in het 
te construeren model over een geschikt bewegingsbegrip 
moeten beschikken, dat aangepast is aan de bizondere figuren, 
welke als ,,punten'' en ,,rechten" in het model zullen fungeren, 
ten einde een congruentiebegrip in te voeren, waarmee weer 
de juistheid van de stellingen van § 3 voor het model ver¬ 
kregen moet worden. 

De aan het eind van § 23 verkregen resultaten leiden er toe 
een transformatie te bestuderen, welke op de volgende wijze 
gedefinieerd wordt. Zij O een gegeven punt en m een van 
nul verschillend getal. Is P een van O verschillend punt, dan 
kunnen we op de rechte OP een punt P' zo bepalen, dat 

OP X OP' = \ m I, 

waarbij | w |, zoals gebruikelijk, de volstrekte waarde van m 
voorstelt. Spreken we daarbij af, dat P en P' aan dezelfde 
kant van O zullen liggen als m positief is en aan weerskanten 
van O als m negatief is, dan is P' door P blijkbaar ondubbel¬ 
zinnig bepaald; bij ieder van O verschillend punt van het vlak 
kunnen we een punt P' op grond van het zoeven gegeven 
voorschrift vinden. Men zegt, dat P' door inversie ten opzichte 
van O met macht m uit P verkregen is; O heet het centrum 
van de inversie. Men zegt ook, dat P' het inverse punt is van P 
(natuurlijk ten opzichte van O en met macht m). Verder is 
het duidelijk, dat P het inverse punt is van P'. 

Men kan zich voor de opsporing van de wezenlijke eigen¬ 
schappen van de inversie in de regel tot positieve machten 
beperken. Is m namelijk negatief en is P" het inverse punt 
van P ten opzichte van O met macht — m, dan wordt het 
punt P' als invers punt van P met macht m verkregen, wan¬ 
neer P ten opzichte van O met de factor —1 vermenig¬ 
vuldigd wordt, zodat we kunnen zeggen, dat een inversie met 
een negatieve macht te beschouwen is als het product van 
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een inversie met positieve macht en een gelijkvormigheids- 
transformatie met factor —1, beide ten opzichte van het¬ 
zelfde centrum. We zullen daarom, indien het tegendeel niet 
uitdrukkelijk vermeld wordt, in het volgende de macht van 
een inversie steeds positief onderstellen. 

De punten, welke de afstand '\/m tot 0 bezitten, vallen 

blijkbaar met hun inverse samen; 
er is dus een cirkel met straal 
\/m om O louter bestaande uit 
punten, die bij de inversie op hun 
plaats blijven. Die cirkel wordt de 
inversiecirkel genoemd en we zeg¬ 
gen ook, dat P en P' uit elkaar 
verkregen worden door inversie ten 
opzichte van de cirkel {0,'\/m), 
we, dat de inverse punten van de 
punten binnen de inversiecirkel, 0 niet meegerekend, buiten 
die cirkel liggen en omgekeerd. 

Het is niet prettig, dat aan 0 geen punt is toegevoegd. 
Immers, voor ieder punt 0' van het vlak geldt: 

00 X 00' = 0. 

Er is in de wiskunde een streven om door invoering van 
nieuwe begrippen zoveel mogelijk te trachten uitzonderingen 
op te heffen en gevalonderscheidingen bij de formulering van 
stellingen te vermijden, als het maar even doenlijk is. Natuur¬ 
lijk mogen de nieuwe begrippen niet in conflict komen met 
de reeds bestaande. Welnu, er is geen bezwaar tegen om de 
verzameling van de punten van het Euklidische vlak met een 
enkel symbolisch punt uit te breiden, een z.g. accessorisch punt, 
dat als invers punt van 0 opgevat wordt. Ook hier betekent de 
invoering van dit nieuwe punt niets anders dan een termino¬ 
logische kunstgreep, geheel overeenkomstig de in § 14 ge¬ 
volgde handelwijze van de toevoeging der oneindig verre 
punten aan de verzameling der punten van het niet-Eukli- 
dische vlak. Het accessorische punt hangt niet af van de 
keuze van 0, het is in zekere zin absoluut. 



Fig. 24, 1. 

(fig. 24, 1). Verder zien 
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Onder de inverse figuur 0' van een figuur 0 verstaan we de 
verzameling van alle inverse punten van de punten van 0. 
Wanneer O tot 0 behoort zullen we blijkbaar genoodzaakt 
zijn om vast te stellen, dat 0' het accessorische punt bevat. 

We gaan nu over tot het bewijzen van een aantal stellingen. 
Vooreerst noemen we: 

24, 1. De inverse figuur van een rechte a door 0 is opnieuw die 
rechte. 

Zij P een willekeurig punt van a. Dan behoort volgens de 
definitie van inversie het inverse punt P' van P eveneens 
tot a, terwijl omgekeerd ieder punt van a het inverse is van 
een tot a behorend punt. De redenering is slechts dan correct, 
wanneer we afspreken, dat iedere rechte van het vlak door het 
accessorische punt gaat, m.a.w. onder de punten van een rechte 
moeten we verstaan alle gewone punten van de rechte, be¬ 
nevens het accessorische punt. We moeten dan tot de con¬ 
clusie komen, dat twee snijdende rechten twee punten gemeen 
hebben. Hiermee zijn we niet in strijd met de bekende bewe¬ 
ring uit de Euklidische meetkunde, dat twee snijdende rechten 
slechts één punt gemeen hebben; inderdaad hebben ze slechts 
één Euklidisch punt gemeen en daaraan wordt door de in¬ 
voering van het accessorische punt niets veranderd. Wel 
moeten we erkennen, dat het accessorische punt zich volkomen 
aan de aanschouwing onttrekt. 

Zeer merkwaardig is het, dat voor de inversie het onder¬ 
scheid tussen rechten en cirkels vervaagt in die zin, dat rechten 
en cirkels door inversie in elkaar kunnen worden omgezet. 
Dit blijkt uit de volgende stelling. 

24, 2. De inverse figuur van een niet door O gaande rechte a is 
een cirkel door O, waarvan het middelpunt tot de loodlijn 
door 0 op de rechte behoort. Omgekeerd is de inverse figuur 
van een cirkel door O een niet door O gaande rechte, vuelke 
loodrecht staat op de middellijn van die cirkel door 0. 

We bewijzen vooreerst het eerste deel van de stelling. 
Zij Q de projectie van O op a, (fig. 24, 2) en Q' het inverse 
punt van Q ten opzichte van O met de macht m. Is P een 
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(gewoon) van Q verschillend punt van a en P' het invt’isr 
punt, dan geldt: 

OP X OP' = m = OQ X OQ', 

en dus: 

OP :OQ = OQ' :OP'. 


Daar APOQ= A Q'OP' is, volgt: POQ ooA Q'OP' en 

dus: Z. OP'Q'= /_ OQP= Jjt. Bijgevolg behoort P' tot de 

cirkel met middellijn OQ', Blijkbaar 
mogen we voor het punt P ook het 
accessorische punt nemen, hoewel het 
zoeven geleverde betoog daarvoor 
geen zin heeft. Is omgekeerd P' een 
punt van die cirkel en verschillend 
van 0 en Q', duiden we voorts het 
snijpunt van OP' met a door P aan, 
dan is Z. PO Q = Q'OP' en Z.OQP 
= ZOP'(2',zodat A POQu^AQ'OP'. 
Daaruit volgt de boven opgeschreven 
evenredigheid, zodat we mogen besluiten tot: 



Fig. 24, 2. 


OP X 0P'= OQ X 0Q'= m, 


waaruit af gelezen kan worden, dat P en P' eikaars inverse 
zijn. Valt P' met 0 samen, dan is P het accessorische punt 
en valt P' met Q' samen, dan is P het punt Q, 

Het bewijs van het tweede deel van de stelling zal nu wel 
geen aanleiding geven tot moeilijkheden. 

Het ligt voor de hand om nu na te gaan, waarin een niet 
door O gaande cirkel door inversie overgaat. Het antwoord 
geeft de stelling: 

24, 3. De inverse figuur van een niet door 0 gaande cirkel is 
opnieuw een cirkel, welke door gelijkvormigheidstransfor- 
niatie met centrum 0 uit de gegeven cirkel verkregen kan 
worden. 

Bij het bewijs onderscheiden we twee gevallen. 

a) 0 ligt buiten de gegeven cirkel, (fig. 24, 3). Zijn P en P" 

Niet-Euklidische Meetkunde. 10 
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twee punten op die cirkel, welke met 0 op één rechte liggen, dan 
is, zoals bekend, het product OP x OP" constant, d.w.z. 

het hangt niet af van de keuze 
van P op de cirkel. Het hin¬ 
dert daarbij niet, dat de pun¬ 
ten P en P" samenvallen. Noe¬ 
men we het constante product 
dan is dus OP x 0P"~ 
zodat de inversie met centrum 
Fig. 24,3. 0 en macht de cirkel in zich¬ 

zelf omzet. Vermenigvuldigen 
we de cirkel daarna ten opzichte van 0 met de factor m : 
en is daarbij P' het productpunt van P", dan geldt blijkbaar: 

OP X OP'— OP X {m : r^) OP"— [m : r^) . == 

zodat P' het inverse punt is van P ten opzichte van 0 met 
macht m, Is omgekeerd P' een punt van die tweede cirkel, 
P" het productpunt van P' ten opzichte van 0 met factor 
: m, dan behoort, zoals bekend, P" tot de eerste cirkel, en 
snijdt OP" de eerste cirkel nogmaals in P, dan is OP X 0P"=::r^ 
zodat OP X 0P'= OP X {nt : r^) OP" = m\ dus P en P' zijn 

eikaars inverse. 

b) 0 ligt binnen de gegeven cirkel, 
(fig. 24,4). Ook nu geldt voor twee met 
O op één rechte gelegen punten P en 
P"y dat OP X OP" constant is. We 
■ noemen de constante en de inversie 
ten opzichte van 0 met macht — 
voert de cirkel in zichzelf over. Evenals 
in het voorgaande passen we een ge- 
lijkvormigheidstransformatie met cen- 



Fig. 24,4. 


trumO toe, maarnumet factor— 


Overigens verloopt het betoog geheel 
als in het eerste deel van dit bewijs. 
We kunnen de drie bewezen stellingen tot een enkele stelling 
verenigen, wanneer we de rechten en de cirkels tot de omvang 
van één begrip samenvatten. We kunnen onder een cirkel 
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verstaan óf wel de figuur gevormd door alle punten, welke 
van een vast punt op een gegeven afstand verwijderd zijn, óf 
wel een rechte. Dan kan gezegd worden, dat een rechte een cirkel 
is , welke door het accessorische punt gaat, terwijl algemeen 
geldt, dat de inverse figuur van een cirkel opnieuw een cirkel is. 

Wat moet men dan verstaan onder inversie ten opzichte 
van een rechte ? Hierop geeft de afbeelding van § 23 het ant¬ 
woord. Het ligt in verband daarmede voor de hand, om onder 
inversie ten opzichte van een rechte te verstaan een spiegeling 
ten opzichte van die rechte. Het accessorische punt mag als 
centrum van die inversie opgevat worden, maar de macht 
wordt niet gedefinieerd. 

We willen nu nog een stelling bewijzen, die opgevat kan 
worden als een deel van een omkering van de voorgaande 
stelling en die straks van nut zal blijken te zijn. 

24, 4. Twee elkaar snijdende cirkels kunnen steeds in elkaar om¬ 
gezet worden door middel van twee inversies, waarvan de in- 
versiecirkels gaan door de snijpunten van de gegeven cirkels. 

We onderscheiden bij het bewijs weer enige gevallen. 

a) Beide cirkels gaan door het accessorische punt. Het zijn 
dan snijdende rechten a en b, welke 

een snijpunt A bezitten, (fig. 24,5). a b 

Blijkbaar kan a in b overgevoerd \ ! / 

worden door een inversie ten op- \ j / 

zichte van ieder der rechten i^ en \j/ 

i^, welke de door a &n b bepaalde-^- 4 

hoeken middendoor delen. / '\ 

b) Eén der cirkels, bijvoorbeeld / • \ 

b, gaat door het accessorische punt. / j \ 

Laat en 0^ de snijpunten zijn i 

van de cirkel a met de middellijn Fig. 24, 5. 

daarvan loodrecht op b, (fig. 24, 6 ). 

Is i-^ de cirkel met middelpunt 0^ door de snijpunten A en B 
van a en b, en i^ de cirkel met middelpunt 0^ door die punten, 
dan is het in verband met de stelling van no. 24, 2 duidelijk, 
dat de inversies ten opzichte van i^ en i^ de cirkel a en de 
rechte b in elkaar omzetten. 
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c) Geen van de gegeven cirkels gaat door het accessorische 
punt. Zij het uitwendige en Og het inwendige gelijkvormig- 
heidspunt van de cirkels a en b, (fig. 24, 7). De snijpunten van 






die cirkels noemen we weer A en B. Zijn de cirkels congruent, 
dan is 0^ het accessorische punt en de rechte AB is één van 
de in de stelling genoemde inversiecirkels, We onderstellen in 
het verdere deel van dit bewijs, dat de cirkels niet congruent 
zijn en dat dus 0^ niet het accessorische punt is. De cirkels 
hebben twee gemeenschappelijke uitwendige raaklijnen, zodat 
Oi buiten de cirkels a en b ligt. Ten opzichte van 0^ kan 
men de cirkel a door vermenigvuldiging met een factor / om¬ 
zetten in cirkel b, Is de waarde van het product O^P x O^Q. 
waarbij P en Q twee (al of niet samenvallende) punten van de 
cirkel a zijn, die met 0^ op één rechte liggen, dan wordt door 
de inversie met centrum 0^ en macht de cirkel a in zichzelf 
omgezet. De inversie ten opzichte van 0^ met macht ^et 
de cirkel a in de cirkel b om. Zij A' het tweede snijpunt van 
O^A met de cirkel a. Dan is blijkbaar A het productpunt 
van A' bij de genoemde vermenigvuldiging en X O^A 
—f O^A xOiA'~r% zodat ^ bij de inversie met macht 
op zijn plaats blijft. Hetzelfde geldt voor B; de inversiecirkel 
met middelpunt 0^ gaat dus door A en B, 

De cirkels hebben geen inwendige gemeenschappelijke raak¬ 
lijnen, zodat O 2 binnen de beide cirkels ligt. Het voorgaande 
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bewijs gaat vrijwel onveranderd door, alleen moeten we er 
om denken, dat de factor / nu negatief is, terwijl de macht 
van de inversie, die cirkel a in zichzelf omzet, gelijk aan — 
gesteld moet worden. Dan is evenwel —positief, zodat er 
ook om O 2 inversiecirkel bestaat, die door A en B gaat, 
hetgeen op dezelfde wijze als zoeven bewezen wordt. Daarmee 
is het bewijs van de stelling voltooid. 

We kunnen nu overgaan tot de belangrijkste opgave van 
deze paragraaf, de constructie van een pseudo-meetkunde. 
Als bouwplan nemen we het in no. 23, 8 beschreven beeld van 
een niet-Euklidisch vlak op een Euklidisch half vlak. Het is 
daarbij aan te bevelen de analogie van de volgende beschou¬ 
wingen met die van § 22 goed in het oog te houden. 

Laat in het Euklidische vlak gegeven zijn een rechte en 
één van de beide door a; begrensde halve vlakken; we zullen 
het C noemen. Onder een pseudo-punt verstaan we een punt 
van C; alle pseudo-punten vormen tezamen het pseudo-vlak. 
Onder een pseudo-rechte verstaan we het tot C behorende deel 
van een halve cirkel (in de ruime betekenis), die a; loodrecht 
snijdt. Onder bepaalde omstandigheden kan een pseudo-rechte 
dus een halve rechte loodrecht op zijn, waarbij het eind¬ 
punt tot a; behoort. Er geldt: 

24, 5. Door twee [van elkaar verschillende) pseudo-punten gaat 
een en slechts één pseudo-rechte. 

Zijn A en jB de gegeven pseudo-punten en is de rechte AB 
niet loodrecht op a;, dan snijdt de middelloodlijn van het 
segment AB de rechte in M, dat middelpunt is van een en 
slechts één cirkel door A en B. Het tót C behorende deel daar¬ 
van is de pseudo-rechte, waartoe A en B blijkbaar behoren. 
Is AB loodrecht op dan is het tot C behorende deel van die 
rechte de pseudo-rechte door A en B, Het punt M is in dit 
geval het accessorische punt. 

Als direct gevolg van deze stelling kunnen we noemen: 

24 , 6 . Twee pseudo-rechten hebben één of geen pseudo-punt ge¬ 
meen. 

Het bewijs ligt voor de hand. 
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Een pseudo-rechte verdeelt het pseudo-vlak in twee delen, 
die we ieder een half pseudo-vlak kunnen noemen. Immers, 
IS de pseudo-rechte een halve cirkel, waarvan het middelpunt 
niet het accessorische punt is, dan zijn de pseudo-punten van 
het ene deel dié, welke daarvan op een afstand kleiner dan de 
straal van de cirkel gelegen zijn, terwijl de punten van het 
andere deel daarvan een afstand bezitten, die groter is dan 
de straal. Is evenwel de pseudo-rechte een halve rechte, dan 
zijn de pseudo-punten van eenzelfde deel dié, welke aan 
dezelfde kant van de drager van de halve rechte liggen. 

We kunnen nu verder op de gewone manier de begrippen 
,,halve pseudo-rechte , ,,pseudo-segment”, ,,pseudo-hoek” 
,,ps6iido-drieho6k , enz. definiëren. In fig. 24,8 zijn twee 
pseudo-driehoeken getekend. 

Onze voornaamste opgave bestaat 
in de definitie van een bewegings¬ 
begrip. Zij a een gegeven pseudo- 
rechte. Wordt het pseudo-punt P' 
uit het pseudo-punt P gevonden 
door inversie ten opzichte van de 
cirkel, waarvan a deel uitmaakt, 
dan zeggen we, dat P' uit P door 
een pseudo-spiegeling ten opzichte 
van a is verkregen. Een product 
T . ,. , eindig vele pseudo-spiegelin- 

pn dus eindig vele pseudo-spiegelingen na elkaar uitgevoerd 
neet pseudo-heweg%ng. ' 

li We zullen nu moeten nagaan of het aldus gedefinieerde be- 
wegings egrip als grondslag kan dienen voor een congruentie- 
theorie van pseudo-driehoeken. We kunnen daarbij op vrijwel 
dezelfde wijze te werk gaan als in § 22. -> v j 



Fig. 24, 8. 


24, 7. Een pseudo-heweging voert een willekeurig pseudo-punt P 
%% 66fl Cflhcl PsCUdo-pUTlt Q 0 V 67 . 

Het bewijs verloopt als in no. 22, 3. 

24, 8. Elke pseudo-beweging kan gevolgd worden door een tweede 
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'pseudo-hewegingy zodat ten slotte elk pseudo-punt P in 
zichzelf overgevoerd wordt. 

Voor het bewijs kunnen we naar no. 22, 4 verwijzen. 

24, 9. Twee pseudo-hewegingen na elkaar uitgevoerd leveren weer 
een pseudo-beweging op. 

Voor het bewijs kunnen argumenten analoog aan die van 
no. 22, 5 aangevoerd worden. 

24, 10. Er is steeds een pseudo-beweging^ die een gegeven pseudo- 
punt A' in een gegeven pseudo-punt A overvoert, een 
tweede gegeven pseudo-punt B' in een pseudo-punt van 
de gegeven halve pseudo-rechte AB en een derde gegeven 
pseudo-punt C' buiten de pseudo-r echte A'B' in een 
pseudo-punt van een gegeven door de pseudo-rechte AB 
begrensd half pseudo-vlak. 

Als A en A' niet samenvallen, dan bestaat er een pseudo- 
rechte /, ten opzichte waarvan .4 en uit elkaar door een 
pseudo-spiegeling verkregen kunnen worden. Immers, als de 
rechte AA' slechts het accessorische punt met de rechte ge¬ 
meen heeft, is I het tot C be¬ 
horende deel van de middel- 
loodlijn van het segment 41^4', 
terwijl in het geval, dat A A ' een 
punt P met gemeen heeft, 

(fig. 24, 9), de pseudo-rechte het 
tot C behorende deel is van de 
cirkel met middelpunt P en 
straal r, waarbij r^=PA X PA'. ^ 

De pseudo-spiegeling ten opzichte van I voert 4.' in ^ over. 
Laat daarbij B' in B" en C' in C" overgaan. Indien A en 4' 
samenvallen blijft deze pseudo-spiegeling achterwege. Valt B" 
niet op de halve pseudo-rechte AB, dan kunnen we van de 
beide inversiecirkels ten opzichte waarvan de cirkel AB in 
cirkel AB door inversie overgevoerd kunnen worden, dié 
uitkiezen, welke punten binnen de pseudo-hoek BAB" bevat; 
uit de stelling van no. 24, 4 is gemakkelijk af te leiden, dat 
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een dergelijke cirkel steeds gevonden kan worden. In het geval, 
dat de halve pseudo-rechten AB en AB" één pseudo-rechte 
vorrnen, moeten we de cirkel nemen met middelpunt op x, die 
de cirkel, waarvan die halve pseudo-rechten deel uitmaken, in 
A loodrecht snijdt. De aldus bepaalde pseudo-rechte definieert 
een pseudo-spiegeling, die A op zijn plaats laat en B" over¬ 
voert in een pseudo-punt B"' van de halve pseudo-rechte 
AB. Daarbij gaat C' in C'" over. Ligt C'" nog niet aan de 
voorgeschreven kant vp de pseudo-rechte AB, dan passen we 
nog de pseudo-spiegeling ten opzichte van de pseudo-rechte 
AB toe. We zien, hoe we door middel van ten hoogste drie 
pseudo-spiegelingen het doel kunnen bereiken, q.e.d. 

Twee pseudo-segmenten worden pseudo-gelijk genoemd, 
wanneer ze door een pseudo-beweging tot samenvallen ge¬ 
bracht kunnen worden. Een soortgelijke definitie kan men 
geven voor de pseudo-gelijkheid van twee pseudo-hoeken. 
Ten slotte heten twee pseudo-driehoeken pseudo-congruent, 
wanneer men ze door een pseudo-beweging in elkaar kan 
o ver voeren. 

Op^grond van de bewezen stellingen betreffende pseudo- 
bewegingen kunnen weer de in § 3 genoemde stellingen voor 
figuren in het pseudo-vlak bewezen worden. Er rest ons nu 
te onderzoeken of het 5e postulaat in de pseudo-meetkunde 
geldt. 


24,11. Door een gegeven pseudo-punt A niet behorende tot een 



gegeven pseudo-rechte h gaat 
meer dan één pseudo-rechte, 
die geen pseudo-punt met h 
gemeen heeft. 

Elke pseudo-rechte bezit 
twee oneindig verre pseudo- 
punten. Daaronder verstaan 
we de beide eindpunten van 
de halve cirkel, waarvan de 
pseudo-rechte deel uitmaakt. 
Onder bepaalde omstandig¬ 
heden is één van de oneindig 
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verre pseudo-punten het accessorische punt. Het is gemakkelijk 
te bewijzen, dat door A twee pseudo-rechten gaan, welke met 
b een oneindig ver pseudo-punt gemeen hebben, (fig. 24,10). We 
kunnen ze pseudo-parallel met b noemen. Deze rechten hebben 
geen pseudo-punt met b gemeen; het is zelfs mogelijk door A 
oneindig vele pseudo-rechten aan te brengen, die geen pseudo- 
punt met b gemeen hebben. 

De stelling leert ons, dat in het beschreven model de niet- 
Euklidische meetkunde geldt en dus: 

24, 12. Het 5e postulaat is geen gevolg van de stellingen van § 3 
alleen. 

Zou men namelijk het 5e postulaat met de stellingen van 
§ 3 kunnen bewijzen, dan zou het ook in de pseudo-meetkunde 
moeten gelden, terwijl we zoeven zagen, dat hiervan geen 
sprake kan zijn. 

Het 5e postulaat is slechts bewijsbaar, doordat men aan de 
stellingen van § 3 nog een geschikt axioma toevoegt; we 
hebben daarover in het eerste hoofdstuk reeds het een en 
ander meegedeeld. 

De vraag is wel eens gesteld of het 5e postulaat misschien 
met behulp van de axioma's, welke aan de stereometrie 
ten grondslag liggen, bewezen kan worden. Ook daarop 
moet het antwoord ontkennend luiden. Het is namelijk niet 
moeilijk een ruimtelijk model in de Euklidische ruimte van 
de niet-Euklidische stereometrie te construeren. Als pseudo- 
ruimte nemen we het deel van de ruimte, dat geheel aan één 
kant van een vlak | is gelegen. Als pseudo-vlakken nemen we 
halve bollen, waarvan de begrenzing tot f behoort, waarbij 
halve vlakken niet wezenlijk van halve bollen verschillen, 
omdat ze door een ruimtelijke inversie in elkaar overgevoerd 
kunnen worden. Het bewegingsbegrip wordt eveneens met de 
ruimtelijke inversie gedefinieerd, enz. We gaan er niet verder 
op in, omdat de gang van zaken na het voorgaande wel dui¬ 
delijk is, terwijl nieuwe gezichtspunten daarbij niet aan het 
licht treden. 

De betekenis van het in deze paragraaf beschreven plani- 
metrische model van de niet-Euklidische meetkunde is niet 
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tot het door ons gestelde doel^ de verkrijging van de zekerheid 
van de onbewijsbaarheid van het 5e postulaat, beperkt. De 
grote Franse geleerde H. Poincaré (1854—1912) heeft 
ons geleerd op welke wijze het model kan dienen om zeer diep¬ 
zinnige problemen uit de hogere wiskunde (samenhangende 
met de leer der z.g. automorfe functies) te behandelen. De 
niet-Euklidische meetkunde is ook voor andere wiskundigen 
het uitgangspunt geweest voor tal van fraaie en hoogst be¬ 
langrijke onderzoekingen, die ook thans nog niet zijn afge¬ 
sloten. Er wordt niet te veel gezegd met de bewering, dat 
mede door de niet-Euklidische meetkunde de weg geëffend 
is voor de stormachtige ontwikkeling van de wiskunde, welke 
de laatste halve eeuw te zien heeft gegeven. 

Welke is nu de principiële betekenis van de in dit hoofd¬ 
stuk verkregen resultaten? We hebben gezien, dat een met 
het 5e postulaat in tegenspraak zijnde bewering even¬ 
zeer als grondslag kan dienen voor een meetkundig systeem, 
dat in logisch opzicht volkomen gelijkwaardig is met de 
Euklidische meetkunde. In hoeverre de nieuwe meetkunde 
meer „waar'' is dan de door de Grieken overgeleverde meet¬ 
kunde, wat de toepassing ervan op de empirische ruimte aan¬ 
gaat, is niet uit te maken, zoals we in § 37 zullen zien; het 
grote belang van de niet-Euklidische meetkunde moet niet 
gezocht worden in de practische toepassingen. Maar wel is 
boven elke twijfel verheven, dat pas door de studie van 
de niet-Euklidische meetkunde de draagwijdte van de ge¬ 
niale vondst van Euklides, het 5e postulaat, in het 
juiste licht gezien kan worden. „Euclides ab omni naevo 
vindicatus'.'; de niet-Euklidische meetkunde leert ons de ware 
zin van deze woorden begrijpen! 


Vierde Hoofdstuk 

Logarithmen en hyperbolische functies 

§ 25. De oppervlakte van een hyperbooltrapezium, — Dit 

hoofdstuk dient ter voorbereiding van de theorie in het vol¬ 
gende hoofdstuk. We zullen daar voor de opbouw van de niet- 
Euklidische trigonometrie, naast de bekende goniometrische 
functies, de daarmee in vele opzichten verwante functies, 
de z.g. hyperbolische functies, gebruiken. Die functies staan 
in nauwe relatie tot de logarithmen. We moeten echter 
van de logarithmen meer eigenschappen toepassen dan in 
de schoolboeken behandeld worden, en daar we de kennis 
daarvan niet bij den lezer aanwezig willen achten, zullen we 
de theorie van de logarithmen opnieuw ontwikkelen. We 
volgen daarbij niet de op de school gangbare methode, die 
trouwens zeer veel leemten bevat, maar we laten^ ons door 
meetkundige overwegingen leiden. Een voordeel daarbij is, 
dat reeds spoedig en zonder moeite vele belangrijke eigen¬ 
schappen aan het licht komen, terwijl het begrip „logarithme'' 
tevens een aanschouwelijke inhoud verkrijgt. 

In dit hoofdstuk plaatsen we ons geheel en al op het stand¬ 
punt van de Euklidische planimetrie. In het vlak denken we 
ons een rechthoekig assenstelsel gegeven en een eenheid van 
lengte, zodat aan ieder punt van het vlak ondubbelzinnig be¬ 
paalde coördinaten x en y toegekend kunnen worden, terwijl 
omgekeerd bij een willekeurig getallenpaar { x,y } een en 
slechts één punt behoort, waarvan de abscis gelijk is aan 
en de ordinaat gelijk aan y. 

We gaan bij onze beschouwingen uit van de kromme voor¬ 
gesteld door: 

(25, 1) 


xy = l,x >0. 














144 IV. LOGARITHMEN EN HYPERBOLISCHE FUNCTIES 

Hierdoor worot een tak van een orthogonale hyperbool voor- 
gesteld, |(fig- 25,1), waarvoor de co ordinaat assen de asym¬ 
ptoten zijn en die geheel tot het eerste quadrant behoort. We 
denken ons op de kromme 
twee punten A en B aange¬ 
nomen en noemen de projec¬ 
ties daarvan op de x-ns en 
Voorlopig onderstellen 
we, dat de abscis b van B 
groter is dan de abscis a van 
A. Door het deel van de 
kromme tussen A en B, de 
segmenten AA^, A^B^ en BB^ 
wordt een deel van het platte 
vlak begrensd, dat we hyper- 
booUrapezium noemen. De op¬ 
pervlakte daarvan, die door 
de getallen a en h blijkbaar 
volkomen bepaald is, duiden we met u{a,b) aan. 

Tussen de punten A-^ en B-^ denken we ons n — 1 is een 
natuurlijk getal) punten aangebracht zodanig, dat het seg¬ 
ment A^B^ in n gelijke stukken verdeeld is; door die deel- 
punten en door A^ en B^ denken we ons rechten getrokken 
loodrecht op de x-ns. Ieder tweetal naast elkaar gelegen lood¬ 
lijnen sluit twee rechthoeken in, welke op de x-diS een zijde 
gemeen hebben, terwijl van elk der rechthoeken één hoekpunt 
op de hyperbool ligt. De ene rechthoek behoort geheel tot 
het hyperbooltrapezium en zal een ingeschreven rechthoek 
genoemd worden, terwijl de andere rechthoek een omgeschre¬ 
ven rechthoek zal heten. De som der oppervlakten van alle 
ingeschreven rechthoeken stellen we voor door Un{a,h) en de 
som van de oppervlakten van alle omgeschreven rechthoeken 
door ün{a,b). We zien direct de juistheid in van de volgende 
ongelijkheden: 



Un{a,b)< u{a,b)< ün{(i,b). 

Het verschil tussen een omgeschreven en een ingeschreven 
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rechthoek tussen dezelfde naast elkaar gelegen loodlijnen op 
de X-3.S is een rechthoek, waarvan een zijde de lengte {b — a)ln 
heeft. We kunnen al deze rechthoekjes evenwijdig aan de x-a,s 
naar links schuiven, zodat ze tegen de rechte AA^ aan komen 
te liggen en we zien dan gemakkelijk in, dat die rechthoekjes 
tezamen kleiner zijn dan de rechthoek met zijden AA^= IJa 
en {b — a)ln, zodat dus moet gelden: 


en a fortiori: 


ün{a,b) — Un{a,b) < — 


b — a 
a 


u[a,b) — Un{(i,b) < 


1 b — a 
n a 


Men kan het linkerlid van de zoeven opgeschreven ongelijk¬ 
heid dus willekeurig klein maken, mits n voldoende groot is. 
Dit resultaat geeft men beknopt op de volgende wijze weer: 


(25, 2) lim Un{a,b) —■ u{a,b), 

«-►00 

Laat C en D een ander tweetal punten op de hyperbooltak 
zijn; de projecties van die punten op de x-diS zijn en 
terwijl hun abscissen c en d genoemd worden. We onderstellen 
cC, d. We bewijzen de volgende stelling: 

25, 1. Vormen de positieve getallen a, b, c en d een evenredigheid, 
dan is u{a,b) — u{c,d). 

Uit het gegeven volgt, dat c= qa en d= qh waarbij q 
een positief getal voorstelt. We verdelen A-^B^ en gelijk¬ 
tijdig in n gelijke delen en vormen ook voor het hyperbool- 
trapezium CC-^D-^D de n ingeschreven rechthoeken. De hori¬ 
zontale zijden van die rechthoeken hebben de lengte [d — c)ln 
— q{b ^ — ,a)ln. De ordinaten van de snijpunten der verticalen 
door de deelpunten op het segment de verticaal door 

Dl meegerekend, met de hyperbool zijn, van links naar rechts 
gerekend: 
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1 1 1 

c[d — c)ln' ' 'cn{d — c)ln d' 

waarvoor we ook kunnen schrijven: 

1 1 1 1 ^ 11 

q a + (è — a)ln' ‘ q a n{h — a)jn q b ' 

dus de ordinaten van de snijpunten der verticalen door de 
deelpunten tussen en B^y de verticaal door meegerekend, 
met de hyperbool, maar vermenigvuldigd met Ijq. De inge¬ 
schreven rechthoeken van het tweede hyperbooltrapezium kan 
men dus uit die van het eerste af leiden, door de horizontale 
afmetingen met q te vermenigvuldigen en de verticale afme¬ 
tingen door q te delen. De oppervlakten veranderen daardoor 
niet, zodat we hebben: 

Un{Cyd)= Un{a,b) 

derhalve, op grond van (25, 2): 

u{c,d) = u{a,b), 

We hebben het bewijs gevoerd in de onderstelling, dat 
a< ö en bijgevolg c<C d is. Het' resultaat kan algemener 
gemaakt worden, wanneer we u{a,b) definiëren als de functie 
van de positieve getallen a en b, die aan: 

(25, 3) ubbyO)— — u[ay b), u[aya)= 0 

voldoet en voor a< b gelijk is aan de oppervlakte van het 
hyperbool-trapezium AA^B^By als a de abscis is van A en b 
die van B. Men kan u{ay b) op grond van deze afspraak ook 
wel voor a > ö als de oppervlakte van een hyperbooltrape¬ 
zium opvatten, wanneer vastgesteld wordt, dat de opper¬ 
vlakte van het hyperbooltrapezium positief is, zodra de volg¬ 
orde AA^B^B der hcekpunten een positieve omloopszin aan¬ 
wijst, mitsdien tegengesteld aan de draaizin van de wijzers van 
een uurwerk is, terwijl de oppervlakte negatief zal zijn, wanneer 
die omloopszin negatief is. Verder moeten we een oneigenlijk 
hyperbooltrapezium toelaten, dat ontstaat als de punten A en 
B samenvallen; de oppervlakte daarvan stellen we gelijk aan 
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Als tweede stelling noemen we: 

25, 2. Zijn a, b en c positieve getallen, dan is 
u[a,c)— u{a,h) + u[b,c). 

We zullen eerst laten zien, dat we ons tot het geval a< b 
kunnen beperken. Immers voor a= b is de stelling triviaal 
en is a>b, dan volgt, als we de juistheid van de stelling 
voor a< b reeds toegeven, 

u{p,c) = u{b,a) + u{a,c), 

en daaruit: 

u[a,c) = — u[b,a) + u[b,c), 

waaruit de stelling in verband met (25, 3) volgt. 

De stelling spreekt eveneens vanzelf, wanneer c aan een 
der getallen a en b gelijk is. 

a) We beschouwen nu eerst het geval a<, b c. Laat 
A, B en C de punten op de hyperbool zijn opv. met abscissen 
a, b en c] de projecties van die punten op de :\:-as zijn A-^, 

en Cl. Daar de oppervlakte van het hyperbooltrapezium 
^ AiCiC gelijk is aan de som der oppervlakten der hyperbool- 
trapezia AA^B^B en BB^C-fi, is de stelling in dit geval direct 
duidelijk. 

b) Zij nu a < c < b. Dan is op grond van het zoeven ge¬ 
voerde betoog: 

uia,b)— u{a,c) + u(c,b) 

en daarom: 

u[a,c) = u[a,b) — u{c,b), 

waaruit in verband met (25,3) weer de juistheid van de 
stelling volgt. 

c) Zij ten slotte cC, a<, b. Dan geldt: 

u[c,b)~ u[c,a) + u[a,b) 




en dus: 


— u{c,a)=^ u{a,b) — u{c, b), 
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waaruit we weer met (25, 3) tot de juistheid van de stelling 
kunnen concluderen. Hiermede is het bewijs voltooid. 

§ 26. De natuurlij’ke logarithmen. — We hebben in de vorige 
paragraaf gezien op welke wijze de functie u[a,h) voor ieder 
tweetal positieve getallen aenb gedefiniëerd kan worden. We 
beperken ons verder tot het geval, waarbij a gelijk is aan 1; 
in plaats van b schrijven we a;. Is ^ een positief getal, dan heet 

(26, 1) ln:r=^l,^) 

de natuurlijke logarithme van x. In plaats van natuurlijke loga- 
rithme spreekt men ook wel van hyperbolische logarithme. Men 
kan In x opvatten als de oppervlakte van eén hyperbool- 
trapezium behorende bij twee punten op de hyperbool, opv. 
met abscissen 1 en waarbij de oppervlakte negatief ge¬ 
rekend wordt, zodra x<i 1 is. De functie In x heeft voor 
ieder positief getal a; betekenis, is positief voor x gelijk 
aan 0 voor 1 en negatief voor x< \. Aan In x kennen we 
geen betekenis toe voor ^<0. 

26, I. Zijn % en % positieve getallen, dan is 

In % ^^ 2 = In % + In x^. 

Met gebruikmaking van de stellingen van no. 25,1 en no. 

25, 2 wordt gevonden: 

In % X 2 = u {\, % x<^ = u {\, Xj) -j- u{xi, % x.j) 

= u{\,X^)+u{l,X2) 

= \n x^ + In ^ 2 , q.e.d. 

26, 2. De natuurlijke logarithme is een stijgende functie. 

Immers, is x< 2 ^ >% en stellen we x^— qx-^, dan is g' > 1; 
terwijl 

In ^^2 = In 5^ + In % > In %, q.e.d. 

Zeer belangrijk is de volgende stelhng: 



§ 26. DE NATUURLIJKE LOGARITHMEN 149 

26, 3, Is r een rationaal getal en is x een positief getal, dan is: 


In — r In 


Bij het bewijs onderscheiden we een aantal gevallen. 

a) Zij Y =::^n, een natuurlijk getal. We kunnen dan de stelling 
door volledige inductie bewijzen, d.w.z. we bewijzen de stelling 
voor 1 en leiden uit de juistheid van de stelling voor een 
natuurlijk getal n die voor ^ + 1 af. Dan is de stelling immers 
waar voor 1+1=2, 2 + 1=3, ..., kortom voor alle na¬ 
tuurlijke getallen. Voor n — \ is de stelling echter triviaal, 
want 

In x^= In x= \ In X. 

Is nu n een natuurlijk getal, waarvoor de stelling geldt, dan 
volgt uit no. 26, 1: 

In x^+^ ~ Inx*^, x= In x^-{-\n x— n In x+ln x=^ (^+1) In 

zodat de stelling dan ook voor n + 1 geldt. 

b) Zij r een positief rationaal getal, dus het quotiënt njm 
van twee natuurlijke getallen n en m. Uit het zoeven bewezene 
volgt: 

nln x=\n x:^~\n x^^ = In (x^)^ = mln x^, 

en dus: 


r In x= — In a; = In x^. 
m 

c) Zij r een willekeurig rationaal getal. Men kan r steeds 
beschouwen als het verschil van twee positieve rationale ge¬ 
tallen s en t, dus r= s — t, met s > 0 en ^ > 0. Uit het voor¬ 
gaande volgt: 

5 In a; = In In = In x^ x^ = In A;''+ln A;^=ln x^-\-t\nx, 
zodat: 

Y In a ;= (s — t) In x= In x^. 

Daarmee is de stelling volledig bewezen. We zullen later zien, 

11 


Niet-Euklidische Meetkunde. 




150 IV. LOGARITHMEN EN HYPERBOLISCHE FUNCTIES 

dat de stelling ook geldt, indien r een irrationaal getal voor¬ 
stelt. Het bewijs kunnen we nu nog niet geven, omdat we 
eerst nauwkeurig willen nagaan, wat we onder een macht met 
een irrationale exponent, bijvoorbeeld 2^^, moeten verstaan. 
We komen daarop in § 27 terug. 

Voor de verdere uitbouw van de theorie der logarithmen 
kan met succes een insluiting van de logarithme tussen twee 
grenzen gebruikt worden, die reeds aan een der ontdekkers 
der logarithmen, J. Napier (1550—1617) bekend was. 
Er geldt: 

26, 4. Is X een van 1 verschillend positief getal, dan is 


X — 1 , 

-< mx< X — 1 . 


Op de reeds meermalen genoemde hyperbooltak denken we 
ons een punt A met abscis 1 en een punt B met abscis x, 
(fig. 26,1), waarbij we voor- 


eerst x> 1 onderstellen. Als 
Al, J5i de projecties van A, B 
op de x-diS voorstellen, dan is 
de oppervlakte van de recht¬ 
hoek met hoekpunten A^, B^ 
en B kleiner dan de opper¬ 
vlakte van het hyperbooltra- 
pezium AA-^B-^B, terwijl de 
rechthoek met hoekpunten 
A, Al en B^ een oppervlakte 
heeft, die groter is dan de 
oppervlakte van dat trape¬ 
zium. Wegens A^B^^x — 1, 
AAi= 1 en BB^=^ Ijx geldt 
in dit geval. 



{x — 1) X llx< lnx<[{x — 1) X 1, 


dus de stelling. Ingeval a; < 1 is passen we het resultaat op 
1 jx toe en vinden we: 
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1 — 1 , . I , , 

' ]jx ' ^ lnl/a;<l/A—1, 

waarvoor we kunnen schrijven: 

. 1 i ^ 

1 — x< — In a; < - 

X 

en daaruit volgt ook voor dit geval de juistheid van de stelling. 

Een interessant resultaat vinden we nog, wanneer we in de gevonden 
ongelijkheden x door x vervangen, en daarbij natuurlijk weer 
X veronderstellen. Er komt: 

X^x 

Derhalve: 

^^1 — ^1^^ <n{^x — 1). 

Hieruit kan men in verband met lim X^x — 1 gemakkelijk vinden: 

M->CO 

(26, 2) lim n a; — 1) = Inx; 

«->GO 

deze formule geldt ook nog voor ;r = 1. 

Men kan (26, 2) ook als definitie van In at gebruiken en daarvan 
uitgaande de theorie van de logarithmen ontwikkelen zonder een 
beroep op de aanschouwing te doen. Uit een oogpunt van strengheid 
verdient deze methode natuurlijk de voorkeur boven de intuïtieve 
beschouwing van een figuur, maar voor ons doel is het niet nodig 
zulke hoge eisen aan de grondlegging van de theorie te stellen. 

§ 27. Machten en logarithmen als omkeringen van machten. 

— In § 26 hebben we gezien, dat bij ieder positief getal a; 
een en slechts één getal In x behoort. We steUen ons nu de 
vraag of ieder getal als logarithme te voorschijn kan komen. 
Het antwoord hierop luidt bevestigend, want er geldt de 
stelling: 

27, Is u een willekeurig getal, dan is er een en slechts één 
(uiteraard positief) getal x, dat aan In x = u voldoet. 

We vormen de verzameling $ der positieve getallen p. 
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waarvoor geldt: In p<. u. Deze verzameling is niet leeg. 
Immers, voor ieder natuurlijk getal n is In 2^ = n In 2 en 
wegens In 2 > 0 kan men n zo kiezen, dat In 2 > — u 
en dus In 2—^ ~ — ^ In 2 < 

Zij £l de verzameling der positieve getallen q met \n q '> u. 
Ook deze verzameling is niet leeg, want 2^ behoort er toe, 
als men n zodanig kiest, dat ^ In 2 > ^ is, en zulk een getal n 
bestaat er steeds. Voor een willekeurig getal p van ^ en een 
willekeurig getal q van Cl geldt: p<q. Immers, uit p^q 
zou volgen In ^ ^ In q, (no. 26, 2), terwijl toch In /) < u<. In q 
is. Er is dan een getal jr, dat de verzamelingen ^ en O scheidt, 
d,w.z. ieder van verschillend getal p van ^ is kleiner dan 
jsc; en ieder van % verschillend getal q van Cl is groter dan 
X. We zullen bewijzen, dat In u is. 

Laten we eerst aannemen, dat \n x <u is. Is h een positief 
getail, dan geldt: 

In {x h) — In x= In (1 + hlx) < hjx, 

volgens de stelling van no. 26, 4, wanneer we daarin door 
\ hjx vervangen. Daar u — In x positief is kunnen we h 
zo kiezen, dat 

hjx <u — \n X 

is, en dus: 

\n {x + h) <\n X (u — In x) = u. 

Maar dan moet x h tot ^ behoren, terwijl toch x h ^ x 
is; we stuiten blijkbaar op een tegenspraak. 

gLaten we daarom aannemen, dat \vlx '>u is. Is h een 
positief getal kleiner dan | a;, dan geldt wederom op grond van 
de stelling van no. 26, 4: 

In [x — h) —In In (1 — hjx) >-—> — 2hlx 
Daar In x — u positief is kunnen we h zo kiezen, dat 
2hlx < In X — u 
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is, en dus aan 

In (x — h) >ln X — 2hlx > In — (In a; — u) = u, 

voldaan is. Bijgevolg behoort a; — h tot O, zodat a — h :> x 
moet zijn, hetgeen wederom een tegenspraak betekent. Er 
blijft als enige mogelijkheid: In u. 

Daar In een stijgende functie is kan er ook slechts één 
getal zijn, dat aan In u voldoet. 

De meetkundige betekenis van deze stelling is de volgende: 

27, 2. Is u een willekeurig getal, dan bestaat er steeds een hyper- 
hooltrapezium met oppervlakte u. 

Zij A een willekeurig punt op de hyperbool en laat a de 
abscis van A zijn. De abscis h van een op de hyperbool ge¬ 
legen punt B laten we voldoen aan u(a, b) — u, dus aan 
u {\, bja) ~ In bja = u, zodat b uit 

In &== In a + ^ 

bepaald moet worden. Een dergelijk getal getal b kan steeds 
gevonden worden en A en B zijn twee punten (die onder 
bepaalde omstandigheden kunnen samenvallen), welke een 
hyperbooltrapezium met oppervlakte u definiëren. 

De stelling van no. 27, 1 kan dienen om het begrip ,,macht 
met irrationale exponent'' te definiëren. Voor een rationaal 
getal r geldt In a‘^= r In a, (no. 26, 3), zodat we kunnen zeggen, 
dat a^ het getal is, dat aan In r\na voldoet. Er is geen 
enkel bezwaar om te veronderstellen, dat z irrationaal is; we 
komen dan tot de volgende definitie: Is a een positief getal 
en is r een willekeurig getal, dan wordt onder verstaan 
het getal dat aan 

(27, 1) In r\na 

voldoet. Uiteraard is a'^ steeds positief; voor rationale r 
vinden we a‘^ in de oude betekenis terug. We moeten echter 
bewijzen, dat ook door deze uitbreiding van de omvang 
van het begrip ,,macht" de bekende eigenschappen behouden 
blijven. We bewijzen eerst: 
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27, 3. Zijn s en t willekeurige getallen en is a een positief getal, 
dan geldt: 

at — a^+t^ 

Volgens de stelling van no. 26, 1 en de zoeven gegeven 
definitie is 


In a^ at =\na^ at = slna t In a= (s + l) In 
mitsdien, als we letten op de stelling van no. 27, 1: 

a^ at = a^-^t^ 


Voorts: 

In [a^)t = t\n a^ — t sin a= s tin a, 
en dus: 

(as)t = a^t^ 

Als tweede stelling over machten noemen we: 


27, 4. Is Y een willekeurig getal en zijn a en b positieve getallen, 
dan is: 


We vinden: 


{a by a^ br 


In {a by = rln a b— r (In a + In b) 

= rln a rln b= In a^ + In b^= In a^ b^. 


waaruit de juistheid van de stelling onmiddellijk blijkt. 

We mogen dus in het vervolg met een macht als 2'V^^ op 
volmaakt dezelfde wijze als met gewone machten rekenen. 

Het begrip ,,macht'' vormt de grondslag van de definitie 
van logarithmen, zoals we die in de schoolboeken aantreffen; 
de definitie van logarithmen als omkeringen van machten is 
afkomstig van den beroemden wiskundige L. E u 1 e r (1707— 
1783).!Daarbij wordt van een stelling uitgegaan, die in de 
schoolboeken niet bewezen wordt, maar waarvan het bewijs 
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voor ons nu niet de minste moeite meer oplevert. De bedoelde 
stelling luidt: 

27, 5. Is g een van 1 verschillend positief getal en is x een positief 
getal, dat is er een en slechts één getal u, dat aan g^= x 
voldoet. 


Laten we eerst aannemen, dat we reeds een dergelijk getal 
u gevonden hebben. Dan is natuurlijk ook In g^ = ln x en op 
grond van de nieuwe definitie van het begrip „macht'': 
u In g= In X. Wegens g ^ I is In g 0, en dus: 


(27, 2) 


In X 
u == — . 
Ing 


Daaruit blijkt reeds, dat slechts één getal u de in de stelling 
genoemde eigenschap bezit. Achteraf blijkt gemakkelijk, dat 
het door (27, 2) voorgestelde getal u, dat inderdaad bij ieder 
positief getal g 1 en ieder positief getal a; gevormd kan 
worden, aan de in de stelling genoemde relatie voldoet. Im¬ 
mers, g^ is het getal, waarvoor geldt: 


In g^= u In g= In g = In a:, 


zodat werkelijk g^ = a; is. 

We kunnen nu de volgende definitie geven: Is g een van 1 
verschillend positief getal en a; een positief getal, dan heet 
het getal u, dat aan g^= a: voldoet, de g-logarithme van x) 
men schrijft : u— ë[ogx. 

Uit het bewijs van de stelling van no. 27, 5 blijkt, dat 
(27,3) = 

is. We zien, dat ieder positief getal een g-logarithme heeft. 
Het getal g heet het grondtal van de logarithme. Zonder 
moeite kan de volgende stelling bewezen worden: 
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27, 6. Zij g een van 1 verschillend fositief gelal. Zijn % en 
positieve getallen, dan is 

^log % ^log % + slog x^. 

Is X een positief getal en r een willekeurig getal, dan is 
^log x^ = r ^log 

De vraag is gewettigd, of men de natuurlijke logarithmen 
ook op de nieuwe manier kan definiëren, m.a.w. of ze ook 
een grondtal hebben. Hef antwoord is gemakkelijk te geven. 
Op grond van de stelling van no. 27, 1 weten we, dat er een 
getal ^ bestaat, dat aan In 1 voldoet, men duidt dit 
getal aan met de letter e, We beweren: 


27, 7. Het getal e is het grondtal van de natmtrlijke logarithmen. 
Immers, volgens de formule (27, 3) hebben we: 


klaar! 


In X . 

dog _-= In a:, 

In e 


Ten einde omtrent de grootte van e iets te weten te komen 
herinneren we nog even aan de stelling van no. 26, 4. Nemen 
we daar voor het getal I Ijn, waarbij n een natuurlijk 
getal voorstelt, dan zien we direct de juistheid in van: 


n 

—^— -<n\n (1 + l/^)< 1, 

dus eensdeels: 

In (1 + \jnY< \ =\n e 

en anderdeels, zoals door vermenigvuldiging van de ongelijk¬ 
heid met (n-^ \)jn blijkt: 


In ^ = 1 < In (1 + 

We weten, dat de natuurlijke logarithme een stijgende functie 
is, zodat we e op de volgende wijze tussen twee grenzen 
kunnen insluiten: 


(1 + \ lnY<. (1 -f \lnY+'^. 
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In beginsel is het daarmee mogelijk om e met elke gewenste 
graad van nauwkeurigheid te berekenen. Men vindt bijvoor¬ 
beeld, door ^ = 100 te nemen: 2,70 <^<2,74. Met behulp 
van meer verfijnde methoden heeft men kunnen bewijzen, dat 
e irrationaal is en in 5 decimalen voorgesteld wordt door 
2,71828. 

§ 28. Hyperbolische functies. — Door V. R i c c a t i (1707— 
1775) zijn functies geïntroduceerd, welke in vele opzichten 
overeenstemming vertonen met de goniometrische functies. 
Ten einde de definitie daarvan voor te bereiden, willen we 
eerst nog even aan de definities van de goniometrische functies 
herinneren. 

Zij A een punt met coördinaten {x, y} op de cirkel met 
straal 1 om de oorsprong. Zoals bekend luidt de vergelijking 
van de cirkel: 

+ y^= 1 . 

Laat E het snijpunt zijn van de cirkel met het positieve deel 
van de x-dis, (fig. 28, 1). We weten: 

cos /. EOA, sin EOA, ylx= tan /I EOA. 

We noemen /_ EOA positief als y 
positief is en negatief als y negatief 
is, terwijl we alleen hoeken beschou¬ 
wen, waarvan de grootte ligt tussen 
— 71 en n, + 71 meegerekend. Is 
B het spiegelbeeld van A ten op¬ 
zichte van de :^-as, dan is de opper¬ 
vlakte van de sector AOBE gelijk 
aan / EOA, waarbij we voor die 
oppervlakte weer de bekende teken¬ 
afspraak laten gelden. We hebben 
dan, als u die oppervlakte voorstelt: 

x= COS u, y~ sin u, yjx— tan u, 

We leren hieruit, dat het argument 
van een goniometrische functie als een oppervlakte geïnter- 
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preteerd kan worden. Deze opvatting wordt ten voorbeeld 
gesteld aan de definitie van de hyperbolische functies. 

We gaan uit van de kromme voorgesteld door: 

(28,1) x^ — y^=\,x>0. 

Hiermede wordt een tak van een orthogonale hyperbool 
gedefinieerd, gelegen aan de positieve kant van de y-as, 

waarvan de asymptoten de vier 
quadranten middendoor delen; 
zij E het snijpunt van de krom¬ 
me met het positieve deel van 
de A;-as, (fig. 28, 2). Onder een 
hyperboolsector AOB, waarbij A 
en B twee punten op de kromme 
’■* zijn, verstaan we het deel van 
het platte vlak begrensd door 
het deel van de kromme tussen 
^ en B en de segmenten 0^ en 
OB. De oppervlakte daarvan 
geven we weer volgens de be¬ 
kende afspraak een teken. In het 
bizonder laten we toe, dat de 
punten A en B samenvallen; de oppervlakte van de hyperbool¬ 
sector is in dat geval gelijk aan 0. 

Zij u de oppervlakte van de sector AOB, waarbij nu 4 en B 
symmetrisch ten opzichte van de A;-as zijn gelegen. Het getal 
de abscis van A, heet de cosinus hyperbolicus of hyperbo¬ 
lische cosinus vun u] we schrijven: x = cosh u. Het getal y, 
de ordinaat van A heet de sinus hyperbolicus oi hyperbolische 
sinus van u\ we schrijven y= sinh u. Ten slotte heet het 
quotiënt y\x de tangens hyperbolicus of hyperbolische tangens 
van u, geschreven: yjx = tanh u, In sommige formules is 
het voordelig gebruik te maken van de cotangens hyperbolicus 
of hyperbolische cotangens van u, gedefinieerd als xjy en ge¬ 
schreven als ctgh u, mits We zullen straks zien, dat de 

drie eerstgenoemde functies, de hyperbolische functies, voor 
iedere waarde, van u gedefinieerd zijn^ 

28, 1. Tussen de hyperbolische functies bestaan de betrekkingen: 
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cosh^^^ — sinh^^ = 1, tanh u = — , ctgh w - I 

cosn u (éUili H 


De juistheid van de stelling blijkt onmiddellijk uil (28, I ) 
en de definities van de hyperbolische functies. 

28, 2. De hyperbolische sinus^ de hyperbolische tangens en 
de hyperbolische cotangens zijn oneven functies] de hyper¬ 
bolische cosinus is een even functie. 

Hiermee is bedoeld, dat sinh (— u)= — sinh u, tanh (— u) 
= — tanh u, ctgh (— u) = — ctgh u, maar cosh (— u) 
— cosh u. Is u de oppervlakte van de hyperboolsector ^ OS, dan 
is —de oppervlakte van de hyperboolsector BOA, m.a.w. 
bij verwisseling van A en B wordt u door -— u vervangen. 
De ordinaten van ^ en S zijn eikaars tegengestelde, terwijl 
de abscissen aan elkaar gelijk zijn. Uit deze opmerking 
volgt echter de juistheid van de stelling. 

We zullen nu trachten de zekerheid te verkrijgen, dat de 
hyperbolische functies voor iedere waarde van u betekenis 
hebben. Daartoe bewijzen we een drietal hulpstellingen. Bij 
de eerste hulpstelling wordt op de volgende wijze een nieuw 
assenstelsel ingevoerd. De rechten met vergelijkingen y— x en 
y= — dus de asymptoten, beschouwen we als nieuwe 
co ordinaat assen, waarbij we de eenheid van lengte in het 
nieuwe stelsel gelijk nemen aan die in het oorspronkelijke 
stelsel. De rechte y= x nemen we als nieuwe y-as en de rechte 
y= — ^ als nieuwe x-diS, waarbij we vaststellen, dat de posi¬ 
tieve delen van de nieuwe assen aan de positieve kant van de 
oude y-as zullen liggen. We zullen in het vervolg kortweg 
zeggen, dat de asymptoten als nieuwe assen zijn gekozen. De 
coördinaten in het nieuwe stelsel onderscheiden we van die 
in het oude stelsel door middel van accenten. De eerste hulp¬ 
stelling luidt: 

28,3. De kromme, voorgesteld door (28, 1) wordt op de asym¬ 
ptoten als nieuwe assen voor gesteld, door: 

; ; ‘ >0. : 
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Zij A een punt op de bewuste kromme met coördinaten 
{ x, y} en laat {x\y'} de coördinaten van A zijn op de 
asymptoten als assen. Door de boven gemaakte tekenafspraak 
voor het nieuwe assenstelsel is x' >0. Als we /_EOA, (fig. 

28,3), met a aanduiden, geldt: 

x'=z OA cos (a + 
y'^ OA sin (a + \7i). 

Hieruit volgt: 

x' y' = \ sin (2a + \n) 

I OA^ cos 2a 
= J (cos^ a — sin^a) 

_ 1 (^2_y2) _ 1, 

op grond van (28, 1). Evenzo 
blijkt, dat ieder punt A, waarvan 
de nieuwe coördinaten x' en y' 
aan a;'> 0 en x' y' = J voldoen, 
op de kromme ligt. 

De tweede hulpstelling luidt: 

28, 4. Zijn A en B twee punten op de tak van een orthogonale 
hyperbool voorgesteld door: 

xy = Cy X >0, c >0, 

en zijn A^ en B^ de projecties van A en B op de x-as, dan 
is de oppervlakte van het hyperbooltrapeznim AA-^B^B 
gelijk aan: 

c In bjay 

als a en h de abscissen van A en B zijn. 

We beschouwen op hetzelfde assenstelsel de kromme voor¬ 
gesteld door: 

% y= 1, ^ > 0, 

en noemen Ao, Bo de snijpunten van deze kromme met de 
loodlijnen door A^, S, op de ^r-as, (fig. 28. 4). De oppervlakte 
van het hyperbooltrapezium AoA^B^Bo is gelijk aan u{ay b)- 
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~ u{\,.bja) =: In bja. We kunnen ons voor het verdere 
gerust tot het geval a<b beperken, wanneer we ook 
op het hyperbooltrapezium AA^B^B de bekende teken¬ 
afspraak van toepassing verklaren. Men ziet gemakkelijk 
in, dat de som van n inge¬ 
schreven rechthoeken voor het 
hyperbooltrapezium AA-^B^B 
gelijk is aan c maal de som der 
oppervlakten van n ingeschre¬ 
ven rechthoeken voor het hy¬ 
perbooltrapezium AoA^B^Bo, 
want de verticale afmetingen 
van de eerste rechthoeken zijn 
c maal die van de tweede, ter¬ 
wijl de horizontale afmetingen 
gelijk zijn. Men bewijst evenals 
in § 25, dat de oppervlakte 
van het hyperbooltrapezium Fig. 28,4. 

AA-^B-^B de limiet is van de 

som der oppervlakten van n ingeschreven rechthoeken, als n 
naar oneindig gaat. Het gestelde volgt daaruit onmiddellijk. 

De derde hulpstelling luidt: 

28, 5. Wanneer we dezelfde onderstellingen maken als in de vorige 
stelling, is de oppervlakte van het hyperbooltrapezium 
AA-^B^B gelijk aan de oppervlakte van de hyperbool- 
sector AOB, 

We kunnen ons bij het bewijs weer beperken tot het geval 
waarin A^ tussen 0 en B^ ligt. (fig. 28,3). Er geldt: 

OA^ X A^A= OB^ X B^B {= c); 

de oppervlakte van A OA^A is dus gelijk aan de oppervlakte 
van A OB^B. Denken we ons aan het hyperbooltrapezium 
AA^B^B de driehoek OA-^^A toegevoegd en van de zo verkregen 
figuur de driehoek OB^B weggenomen, dan blijkt direct de 
juistheid van de in de stelling uitgesproken bewering. 

Het kost nu niet veel moeite meer om in te zien, 
dat de hyperbolische functies sinh u, cosh u en tanh u 
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voor iedere waarde van u gedefinieerd zijn. We behoeven 
daartoe slechts aan te tonen, dat er een hyperboolsector 
AOB bestaat met oppervlakte u, waarbij B tevens het 
spiegelbeeld is van A ten opzichte van de %-as. We onder¬ 
stellen, dat de hyperbooltak weer door (28, 1) voorgesteld 
wordt.’ Bij overgang op de asymptoten als coördinaat- 
assen is de nieuwe abscis van E, (fig. 28,3), blijkbaar gelijk 
aan i W 2. Is x' de nieuwe abscis van A, dan is op grond van 
de hulpstellingen de oppervlakte van de hyperboolsector AOE 
gelijk aan 4 In W 2/^'= — i In ^V2. In no 27, 1 is be¬ 
wezen, dat men steeds een getal x' kan vinden, dat aan 

_ X In x'\/ 2 = i u voldoet. Het daarmee corresponderende 

punt A geeft met het spiegelbeeld ten opzichte van de ^-^s, 
B, een hyperboolsector, waarvan de oppervlakte juist gelijk 

is aan u, q.e.d. , .• i 

Over het waardenverloop van de hyperbohsche functies Kan 
het volgende gezegd worden. We verwijzen daarbij naar fig. 
28,2. De projectie van A op de x-xs is F genoemd. Het punt 
A valt met E samen, zodra u= 0 is. We hebben dan 


cosh 0= 1, sinh 0= 0, tanh 0= 0. 


Voor M yt 0 valt F op het verlengde van het segment OE, 
zodat voor u 0 geldt; cosh m 1. De ordinaat van A kan 
iedere waarde aannemen, zodat ook sinh u iedere waarde 
I kan aannemen. Verder volgt uit 



(28,1): 

y2/^2= l—ljx^, 

en dus; 

— 1 < y/% < 1, 

zodat de waarden van tanh u tussen 
— 1 en -j- 1 liggen. Het waarden¬ 
verloop van de hyperbolische co¬ 
tangens kan men gemakkelijk uit 
dat van de hyperbolische tangens 
af leiden. 

Een duidelijk overzicht van het 
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waardenverloop van de eerste drie hyperbolische functi(‘s 
geven de grafische voorstellingen, welke in fig. 28, 5 afgebccld 
zijn. Hier is kromme I de grafiek van de hyperbolische 
cosinus, kromme II de grafiek van de hyperbolische sinus en 
kromme III de grafiek van de hyperbolische tangens. 

Een practisch probleem is de inrichting van een tafel, waar-^ 
uit men de waarden van de hyperbolische functies kan 
aflezen. We bespreken hier een van de mogelijkheden,, 
omdat daarbij van een functie gebruik gemaakt wordt, die 
later in de niet-Euklidische trigonometrie in geheel ander 
verband weer opduikt, (§31). 

In fig. 28, 6 hebben we dezelfde let¬ 
ters als in fig. 28, 2 gebruikt. Boven¬ 
dien is het snijpunt C aangegeven van 
de rechte door E loodrecht op de ;r-as 
met de rechte door A evenwijdig aan 
de A;-as. De hoek EOC noemen we y\ 
aan deze hoek geven we het teken van 
de ordinaat van C. Men noemt y de 
amplitudo hyperholicus of hyperboli¬ 
sche amplitudo van u, af gekort: 
y = amh u, 

28, 6. Voor de hyperbolische amplitudo Fig. 28, 6. 
gelden de formules: 

tan amh u=^ sinh u, 

cos amh u= —\—, 
cosh u 

sin amh u= tanh u. 

Daar ^ en C dezelfde ordinaat hebben, terwijl de abscis 
van C gelijk is aan 1, hebben we: 

tan y= y= sinh u. 

Daaruit volgt in verband met de stelling van no. 28, 1: 

1 I 1 

cos y = . — = — ; = =- — , 

V 1 + tan\/1 -f sinh% cosh u 
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en 

sinh u ^ , j 

sin y~ tan y cos y = —r— — tann u, q.e.cl. 

Men heeft een tafel berekend, waarin bij positieve getallen u 
(het is wegens de stelling van no. 28, 2 voldoende zich tot 
positieve waarden van u te beperken) de waarden van amh u 
af gelezen kunnen worden. Met behulp van een tafel der gonio- 
metrische functies kan men dan door toepassing van de stelling 
van no. 28, 6 de waarden van de h37perbolische functies 
vinden. 

§ 29. Optellingstheorema’s. Limietfitdlingen. — In deze pa¬ 
ragraaf zullen we enige stellingen bewijzen, welke zeer 
duidelijk de analogie tussen hyperbolische en goniometrische 
functies aan de dag laten treden. We beginnen met een limiet¬ 
stelling. 


29, I. Voor de hyperbolische sinus en de hyperbolische tangens 
geldt: 


sinh 

hm- 

u ->0 ^ 


= 1 , 


tanh 

hm- 

u-^o ^ 


= 1 . 


We onderstellen eerst u >0. Zij Ao het snijpunt met OA 
van de rechte door E loodrecht op de x-diS, (fig. 28, 2). Is weer 
F de projectie van A op de :r-as, dan is EAo : 0E= FA : OF, 
en dus: EAo = y/x = tanh u. 

De oppervlakte van A 0EAo is kleiner dan de oppervlakte 
van de hyperboolsector AOE, terwijl de oppervlakte van die 
hyperboolsector weer kleiner is dan de oppervlakte van 
A OEA. Daaruit volgen de ongelijkheden: 


(29, 1). tanh u <u <sinh u, 

welke tot gevolg hebben: 

sinh u , 

1 < -< cosh li. 


u 
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Met behulp van de stelling van no. 28, 2 is gemakkelijk in te 
zien, dat de het laatst genoemde ongelijkheden ook voor < 0 
gelden. Wanneer we A langs de hyperbool naar E laten gaan 
zal F eveneens naar E gaan, zodat: 


en a fortiori 


lim cosh u= 1 
w->0 


,. sinh u 
hm-== 1. 


Het tweede deel van de stelling volgt uit 
tanh u sinh u 1 


u 


u 


cosh u * 


De volgende stelling legt een verband tussen de hyper¬ 
bolische functies en de machtsfunctie. 

29, 2. Voor de hyperbolische functies bestaan de volgende uit¬ 
drukkingen: 


cosh u = \ + 

sinh u = ^ [e^ — e—'^) , 


tanh u = 


- 0—u 

e'^ -f- e—^ 


Hierin is e het grondtal van de natuurlijke logarithmen. 

Bij het bewijs verwijzen we naar fig. 28,3 en gebruiken de 
in § 28 ingevoerde notatie; daarbij is B weer het spiegelbeeld 
van A ten opzichte van de x-sls. De nieuwe abscis van A is x' 
en die van B noemen we x". Volgens de stelhngen van de 
nummers 28, 3, 28, 4 en 28, 5 is de oppervlakte van de hyper- 
boolsector AOB gelijk aan J In x"jx\ Voorts is: 

x' = OA cos (a+J^)= 0 ^(cos a — sin a)=:iy'2. {x — y), 

x"= OA cos (a— ^7t) = OA{(zos> a+sin a)=\'\/2. (x +y), 

Niet-fiuklidische Meetkunde. 12 
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zodat de oppervlakte van de hyperboolsector gelijk is aan: 


Daaruit volgt: 
(29, 2) 


M = J In 


X + y 

X — y' 


^ 
X — y 


Voor (28, 2) kunnen we schrijven: 

(29,3) (x + y)(x-y) = l. 

Door vermenigvuldiging van de overeenkomstige leden van 
(29, 2) en (29, 3) vinden we: 


en dus: 


(x + y)2 = 


(29, 4) X + y = 

want X is positief en groter dan de absolute waarde van y, 
terwijl e" positief is. Door deling van de overeenkomstige 
leden van (29, 2) en (29, 3) vinden we: 

(x — y)2 = g—2», 

bijgevolg 

(29, 5) — y = e~“. 

Uit (29, 4) en (29, 5) volgt direct: 

^ i (^^ + y = 2 (^“ — 

waarmee de beide eerste in de stelling genoemde formules 
aangetoond zijn. De derde vinden we door deling van de over¬ 
eenkomstige leden van de beide eerste. 

We komen nu tot de optellingstheorema’s. 

29, 3. Zijn u en v willekeurige getallen, dan geldt: 

cosh (u -\- v)= cosh u cosh v -f sinh u sinh v, 
cosh {u — v)= cosh u cosh v — sinh u sinh v, 
sinh {u -f- = sinh u cosh v + cosh u sinh v, 

sinh {u — v) = sinh u cosh v — cosh u sinh v. 
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Voor het bewijs maken we gebruik van de vorige stelling, 
cosh u cosh v= \ er-^) (e^ + 

= 1 l^e^-hv 

= I cosh (u -j~ v) -j- i cosh (u — v), 
sinh u sinh v = ^ (e^ — e—^) (e^ — e—^) 

= i (e^+^ + i 

= J cosh (u v) — cosh (u — v). 

Door optelling volgt de eerste der te bewijzen formules en 
door aftrekking de tweede. Op geheel dezelfde wijze kan men 
de derde en de vierde formule bewijzen. 


29, 4. Zijn u en v willekeurige getallen, dan geldt: 


tanh [u v) — 
tanh [u — v) = 


tanh u + tanh v 
1 + tanh u tanh v' 
tanh u — tanh v 
1 — tanh u tanh v’ 


Uit de voorgaande stelling leiden we af: 


tanh {u + v) = 


sinh {u + v) 
cosh {u+v) 


sinh u cosh v + cosh u sinh v 
cosh u cosh V + sinh u sinh v’ 


Deling van teller en noemer in het laatste lid door cosh u 
cosh V geeft het verlangde resultaat. Geheel op dezelfde wijze 
wordt de tweede formule bewezen. 

Het is niet moeilijk om uit de optellingstheorema's de z.g. 
verdubbelingsformules af te leiden. Er geldt: 


29, 5. Is u een willekeurig getal, dan is 
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Nemen we in de eerste der in no. 29, 3 genoemde formules 
v= u, dan volgt: 

cosh 2u= cosh% + sinh%. 

De beide nevenvormen vinden we door toepassing van de 
stelling van no. 28, 1. De tweede formule volgt uit de derde 
formule van no. 29, 4, terwijl men de laatste vindt door 
in de eerste formule van no. 29, 5 v= u te nemen. 

Het is niet moeilijk nog tal van andere formules af te leiden, 
geheel op de wijze als in de goniometrie geschiedt. We zullen 
er van afzien, omdat we er toch geen gebruik van zullen 
maken. 

We besluiten deze paragraaf met weer een limietstelling. ^ 


29, 6 


Voor de hyperbolische cosinus geldt: 


lim 

u->0 


cosh u — 1 


2 ■ 


Door toepassing van de tweede nevenvorm van de eerste 
in no. 29, 6 genoemde formules vinden we, als we letten op de 
stelling van no. 29, 1: 


lim 

w ->0 


cosh u —^ 1 


,/sinh^M\^ _ 

1 


\ hu J 

“ 2 



.2,q.e.d. 



Vijfde Hoofdstuk 

Trigonometrie 

§ 30. De verhouding van gelijkstandige horicykelbogen. — 

Lobatschewskij heeft vooral aan de niet-Euklidi- 
sche trigonometrie veel aandacht besteed, omdat de mogelijk¬ 
heid daarvan hem de overtuiging schonk, dat de niet-Eukli- 
dische meetkunde vrij is van tegenspraken. De moeilijkheden 
welke bij de opbouw van de trigonometrie overwonnen moeten 
worden zijn groter dan in de Euklidische meetkunde, want in 
het laatste geval kan gebruik gemaakt worden van de theorie 
van evenredigheden van lijnsegmenten, een hulpmiddel, dat 
de niet-Euklidische meetkunde moet ontberen. Langs een 
omweg over de meetkunde op de horisfeer kan echter de 
Euklidische meetkunde aan de opstelling van de formules der 
niet-Euklidische trigonometrie dienstbaar gemaakt worden; 
dat is de grondgedachte, die zowel Lobatschewskij als 
B o 1 y a i naar voren gebracht hebben. Later is men er in 
geslaagd rechtstreeks, d.w.z. met gebruikmaking van slechts 
planimetrische stellingen, de trigonometrie in het niet-Eukli¬ 
dische vlak te funderen. Niettemin zullen we toch van de 
meetkunde op de horisfeer gebruik maken, waarbij we echter 
een meer begaanbare weg zullen volgen, dan door de grond¬ 
leggers van de niet-Euklidische meetkunde is ingeslagen. 

Van veel belang is een stelling over de verhouding van 
horicykelbogen, welke een voorname plaats in onze beschou¬ 
wingen zal innemen. Het is nuttig om nog even na te gaan, 
wat onder de verhouding van twee horicykelbogen verstaan 
moet worden. We houden daarbij vast aan de grondgedachte, 
waarvan reeds aan het eind van § 12 melding is gemaakt. 

Laat gegeven zijn twee horicykelbogen, bg AB en bg CD; 
het is daarbij niet nodig, dat de bogen tot dezelfde horicykel 
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behoren. We denken ons nu bg CD zo vaak mogelijk op bg 
AB afgepast. Stel dit gaat Co keer (en dus niet Co + 1 keer); 
het is mogelijk, dat Co juist gelijk is aan nul. We merken nog 
even op, dat een horicykelboog geheel tot een horicykel be¬ 
hoort, zodra zijn beide eindpunten er toe behoren, hetgeen 
uit de stelling van no. 16, 4 gemakkelijk is af te leiden. We 
weten verder, dat we een horicykelboog kunnen halveren; dit 
kan immers geschieden met behulp van de rechte, die het 
door de beide eindpunten van de boog bepaalde segment lood¬ 
recht middendoor deelt. 

Wanneer de boog, die overblijft doordat men de boog CD 
Co maal op de boog AB afpast, uitgaande van het punt A bij¬ 
voorbeeld, kleiner is dan bg CD, passen we op de overblijvende 
boog zo vaak mogelijk J bg CD af. Laat dit q keer gaan (en 
dus niet + 1 keer). Is er nu nog een rest, dan passen we 
daarop zo vaak mogelijk J bg CD af, zeg Cg keer. Het is nu 
wel duidelijk hoe het verder gaat. We vormen het getal: 
^0 + + (i )^^2 + • • • > waarbij we de mogelijkheid niet uit¬ 

sluiten, dat van een zeker rangnummer af alle getallen Cn 
gelijk zijn aan nul. Dit zou betekenen, dat het boven beschre¬ 
ven proces afbreekt, doordat er geen rest meer overblijft. Het 
zoeven opgeschreven getal heet de verhouding van de bogen AB 
en CD en kan als bg : bg CD genoteerd worden. ^) 

Aan de hoofdstelling van deze paragraaf laten we een drietal 
hulpstellingen voorafgaan. Daarbij wordt meermalen van 
concentrische horicykels gesproken; het spreekt wel vanzelf, dat 
we daaronder horicykels verstaan, die hetzelfde middelpunt 
bezitten. 

30, 1. Wanneer vier middellijnen op één van twee concentrische 
horicykels een paar gelijke hogen uitsnijden, dan snijden ze 
ook op de andere horicykel een paar gelijke bogen uit. 

Zij het gemeenschappelijke middelpunt van de hori¬ 
cykels en laat op de ene gegeven zijn de punten Ao, Bo, Co 
en Do, (fig. 30, 1). De middellijnen door die punten snijden 

1) Zonder bewijs vermelden we de rekenregel: 

(bg AB : bg CD), (bg CD : bg EF) = hgAB: bg EF. 
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op de andere horicykel opv. de punten A, B,C en D in. Laat 
voorts gegeven zijn: bg AoBo 
= bg Cobo. Dan is het midden Po 
van bg BoCo tevens midden van 
bg A<^o en dus is de rechte PoM^^ 
symmetrieas, zowel voor het rech¬ 
tenpaar BoM^, CoM^, als voor het 
paar AoM^, DoM^. Hieruit volgt, 
dat het snijpunt P van PoM^ met 
de tweede horicykel ook midden is 
van de bogen BC en AD en dus is 
bg AB = hg CD, q.e.d. 

We zijn thans in staat om te be¬ 
wijzen: 

30, 2. Vier middellijnen snijden uit een horicykel en een daarmee 
concentrische horicykel twee^faar bogen uit, die dezelfde 
verhouding hebben. 

We gebruiken dezelfde letters als bij de vorige stelhng; de 
onderstelling bg AoBo = bg CoDo wordt nu niet gemaakt. 
Wanneer bg CoDo Co keer en niet Co -j- 1 keer op bg AoBo 
afgepast kan worden is het in verband met de zoeven bewezen 
stelling niet moeilijk in te zien, dat ook bg CD wel Co keer, 
maar niet Co + 1 keer op bg AB afgepast kan worden. Kan 
1 bg CoDo Cl keer, maar niet Cj -f 1 keer op de rest, die van 
bg AoBo overblijft, afgepast worden, dan kan ook J bg CD 
op de rest, die van hg AB overbhjft, Ci keer en niet Ci -f- 1 
keer afgepast worden. Zo voortgaande vinden we voor de 
verhouding bg AoBo : bg CoDo dezelfde duale breukontwikke- 
ling als voor de verhouding bg .d jB : bg CD; die verhoudingen 
zijn dus gelijk, q.e.d. 

Als derde hulpstelling noemen we: 

30, 3. Twee concentrische horicykels bepalen op twee middel¬ 
lijnen gelijke segmenten. 

Laat AoA en BoB de bedoelde segmenten zijn, (fig. 30,2). 
De loodlijn door het midden Qo van AoBo gaat als as van 
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symmetrie van de rechten AoM^ en BoM^ ook door het 
midden Q van AB en is loodrecht op AB. De segmenten 

AoA en BoB liggen dus symme¬ 
trisch ten opzichte van die rechte en 
daaruit volgt, dat ze gelijk zijn, q.e.d. 

We zullen het segment, dat twee 
concentrische horicykels op een mid¬ 
dellijn insnijden de afstand van de 
beide horicykels noemen. 

Als we van twee op concentrische 
horicykels gelegen bogen AoBo en, 
AB zeggen, dat ze gelijkstandig zijn, 
zodra de rechten AqA en BoB door 
het gemeenschappelijke middelpunt 
gaan, dan kunnen we de hoofdstel¬ 
ling aldus formuleren: 



■M, 


30, 4. Zijn AoBo en AB gelijkstandige horicykelbogen en ligt 
boog AB binnen de horicykel, waartoe boog AoBo behoort, 
cLan is 


bg AoBo : bg AB er», 

waarbij u voorstelt de grootte van de afstand van de con¬ 
centrische horicykels, waartoe de bogen behoren. Het getal 
r is een positieve constante, die alleen afhangt van het lijn¬ 
segment, dat als eenheid van lengte aangenomen is; het 
getal e is het grondtal van de natuurlijke logarithmen. 

We beschouwen eerst weer fig. 30, 2. In no. 30, 2 is bewezen; 

bg AoBo : bg CoDo = hg AB: bg CD. 

Hieruit volgt, wanneer we beide leden met bg CoDo : bg AB 
vermenigvuldigen: 

bg AoBo ; bg AB = bg CoDo : bg CD. 

We zien hieruit, dat gelijkstandige bogen op twee concen¬ 
trische horicykels steeds dezelfde verhouding hebben, die 
alleen nog maar kan afhangen van de afstand der horicykels. 
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We denken ons een eenheid van lengte aangenomen en noemen 
de daarmee gemeten afstand u. De verhouding bg AoBo 
: bg AB is ondubbelzinnig bepaald, zodra u gegeven is en we 
afspreken, dat boog AB binnen de horicykel ligt, waartoe 
boog AoBo behoort, dus A tussen Ao en M^ ligt. De ge¬ 
noemde verhouding is bijgevolg een functie van u, hetgeen 
symbolisch aldus weergegeven wordt: 


(30, 1) bg AoBo : bg AB = f(u). 

Ten einde omtrent die functie meer te weten te komen, be¬ 
schouwen we nog een derde boog A'B\ gelijkstandig met 
bg .45 en binnen de horicykel, waartoe bg 45 behoort, 
(fig. 30,3). De afstand van de derde 
horicykel tot de tweede noemen we v. 

Dan is natuurlijk: 

(30,2) bg45:bg4'5'-/(t;), 

en als we de overeenkomstige leden 
van (30, 1) en (30, 2) met elkaar ver¬ 
menigvuldigen: 

(30, 3) bg AoBo : bg 4'5' = f{u)4{v ). 



Anderdeels hebben we, omdat de afstand van de eerste en de 
derde horicykel -f is: 


(30, 4) bg AoBo : bg 4'5' - f{u + v). 

Uit (30, 3) en (30, 4) leiden we de volgende functionaalvergdij- 
king af voor de gezochte functie: 

(30, 5) j{u + v) = f{u) . f{v), 

geldig voor alle positieve waarden van u en v, terwijl f(u) = 1 
voor u ~0. 

Daar f{u) steeds positief is kunnen we de functie g{u) 
= In f{u) vormen. Op grond van de stelling van no. 26, I 
hebben we wegens (30, 5): 


g{u + v) =\Rf{u + v) = In f{u) + In f[v), 


dus: 
(30, 6) 


g{u + z;) = g{u) + g{v). 
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Vroeger hebben we bewezen, (no. 14, 4), dat de afstand van 
Ao tot de rechte BoM^ groter is dan de afstand van A tot 
die rechte. Daaruit volgt in verband met no. 21,7 gemakkelijk,, 
dat bg AoBo > hg AB is en dus f{u) > 1 voor u >0, het¬ 
geen weer g{u) >0 voor u >0 tot gevolg heeft. Is p een 
willekeurig positief getal dan volgt uit (30, 6) : g{2p) 
= g{p + ^^ = 2 g{p), algemeen,g{np) = n g{p) voor ieder natuur¬ 
lijk getal n. Stellen we p=\jm, waarbij m eveneens een na¬ 
tuurlijk getal is, dan geldt dus: g(l) = g[m X Ijm) = mg{\lm), 
waaruit we gemakkelijk afleiden, dat g{nlm) = g{\) njm. 
Daarmee is aangetoond, als we het positieve getal g(l) met r 
aanduiden, dat voor rationale waarden van u de functie g{u) 
gelijk is aan r u. Voorts blijkt uit (30, 6), dat g{u) stijgend is, 
d.w.z. uit % < #2 volgt g(%) < g{u 2 ). Op grond van die 
eigenschap is ook voor irrationale waarden van u: 

g(^u) = ru, 

De juistheid van de laatste bewering kan op de volgende wijze 
worden ingezien. Laat u een irrationaal getal zijn, en voorts en Vz 
twee rationale getallen, waarvoor geldt Vi<u< v^. Wegens de 
monotonie is dan g(v-^ < g(u) < g{v^ en bijgevolg in verband met 
het reeds bewezene rv-^ < g{u) < Het getal g(u)lr ligt dienten¬ 
gevolge ook tussen en V2, m.a.w. het kan steeds door dezelfde 
rationale getallen worden ingesloten als u. Dit betekent dat g{u)lr 
gelijk is aan u, We hebben ons hier in verband met de meetkundige 
toepassingen tot positieve getallen beperkt; deze beperking is echter 
niet wezenlijk. 

Voor de oplossing van (30, 5) hebben we daarom: 

(30, 7) f{u) = 

Daarmee is de stelling volledig bewezen. 

De omstandigheid, dat r positief is, heeft vérreikende ge¬ 
volgen, waarop reeds aan het eind van § 5 is gewezen. Als 
we namelijk u gelijk nemen aan ijr is bg AoBo gelijk aan e 
maal bg AB. Nemen we de afstand van de horicykels, waartoe 
deze bogen behoren als eenheid van lengte, dan is r = I en 
dus f{u) = e^. De aldus ingevoerde eenheid van lengte kan 
blijkbaar logisch gedefinieerd worden, is door een bepaalde 
bizonderheid boven andere segmenten bevoorrecht. Kort en 
goed, er bestaat in de niet-EukUdische meetkunde een absolute 
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eenheid van lengte, en we hebben tevens gezien op welke wijze 
men deze kan definiëren. 

We zullen in het vervolg, tenzij anders bepaald wordt, 
steeds de absolute eenheid van lengte aan de metingen ten 
grondslag leggen. 

§ 31. De formule van Lobatschewskij voor de 
parallelhoek. — In § 15 is er reeds op gewezen, dat parallelhoek 
en paralleldistantie elkaar wederzijds bepalen. We zijn thans 
in staat door middel van een formule die afhankelijkheid tot 
uitdrukking te brengen.' Ons voornaamste doel in deze para¬ 
graaf is het bewijs van de volgende beroemde door Lobat- 
s c h e w s k ij gevonden stelling: 

31,2. Voor de parallelhoek 11 [a) behorende bij een segment met 
lengte a geldt: 


tan \ n(a) = e—^. 


Om deze stelling te bewijzen maken we gebruik van de 
stereometrie. In een vlak rj denken we ons gegeven een enkel- 
voudig-asymptotische driehoek A^BC, rechthoekig bij C, 
(fig. 31, 1). Is BC = a, dan is /.A^BC = n{a). Zij 

het ene oneindig verre punt 
van de loodlijn door B op het 
vlak rj, We denken ons de 
horisfeer aangebracht met mid¬ 
delpunt gaande door B] 
blijkbaar is rj raakvlak in B 
aan de horisfeer. De rechten 
A^M^, BM^ en CM^ snij¬ 
den de horisfeer opv. in de 
punten B^ {= B) en C*. 

Het vlak BCM^ is lood¬ 
recht op rj, (no. 18,2), want 
BM^ is loodrecht op rj. Uit Fig. 31,1. 

de stelling van no. 18, 3 volgt, 

dat A^C loodrecht op het vlak BCM^ staat, zodat ook de 
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vlakken BCM^ en A^CM^ loodrecht op elkaar staan 
(no. 18,2). De horisferische driehoek A*B*C* is daarom 

rechthoekig bij C*. ^ ^ 

In het vlak A^CM^ denken we ons door C aangebracht 
de horicykel met middelpunt ; het snijpunt daarvan met 
de rechte A^M^ zij A**. De hoeken A^CM^ en A BM^ 
zijn recht; de horicykelbogen A*B* en A**C zijn dus fun- 
damentaalbogen en bijgevolg gelijk, (no. 16,5). Volgens 
no. 30, 4 geldt, als we de lengte van het segment met u 
aan duiden: 

bg A*C* : bg A**C = r-«. 

Alvorens het bewijs te vervolgen, maken we een opmerking. 
Op de horisfeer zal onder de lengte* van een segment* verstaan 
worden de verhouding van dat segment* tot een vooraf aan¬ 
gewezen segment*, dat als eenheid van lengte* beschouwd 
wordt. We kunnen voor de nog af te leiden formules een be¬ 
langrijke vereenvoudiging bereiken, wanneer we voor die een- 
heid een fundamentaalboog nemen. Oppervlakkig bezien hjkt 
het dus of er voor de meetkunde op de horisfeer ook een abso¬ 
lute eenheid van lengte* bestaat. We verliezen dan evenwel 
uit het oog, dat de fundamentaalboog met de meetkunde op 
de horisfeer alléén niet gedefinieerd kan worden; daarvoor 
moeten we buiten het oppervlak treden, dus in de ruimte, 
waarin de niet-Euklidische meetkunde geldt. Aan het feit, 
dat in de Euklidische meetkunde geen absolute eenheid van 
lengte bestaat wordt daardoor niets te kort gedaan. 

In het vervolg zullen we 
met bg A*B* op de horisfeer 
ook aanduiden de lengte* 
van het door A* en B* be¬ 
paalde segment*. Met de 
nieuw ingevoerde eenheid 
van lengte* kunnen we de 
zoeven gevonden formule 
vereenvoudigen tot: 

(31,1) bgA*C* = é-*. 


M. 



/i 




1 




>- 

c 

B: 

-B* 




Fig. 31,2. 
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Wat we thans gaan doen is enigszins eigenaardig, maar 
brengt ons een heel eind verder. We denken ons KBCM^ 
om BM^ gewenteld in het vlak A^BM^, (fig. 31,2). Zij 
de projectie van op de gewentelde rechte CM^ en A^ 
het snijpunt van A^M^ met de horicykel door A-^ en met 
middelpunt in het vlak, waarin gewenteld is. Blijkbaar is 
bg ^ 1^2 wederom een fundamentaalboog. Uit de congruentie 
van de driehoeken A^CA^ en BCM^, (no. 15,4), leiden we 
af, dat BC = A^C ^ a en A^C^ = a — u is. Toepassing van 
de stelling van no. 30, 4 op de gelijkstandige bogen en 

A^A^ geeft: 


(31,2) bg ^*5* + bg B*C* 

waarbij we er rekening mee gehouden hebben, dat boog ^ 2^1 
een fundamentaalboog is. Wanneer we de leden van (31,2) 
delen door de overeenkomstige leden van (31, 1) vinden we: 


(31,3) 


bg ^*5* bg 5*C* 
bg yl**C* bg y4*C* 


We keren terug naar fig. 31, 1. Wemogen van de omstandig¬ 
heid gebruik maken, dat op de horisfeer de gewone trigono¬ 
metrie geldt. Bedenken we, dat dan vinden 

we, daar /l* B'^CAA'^ recht is: 

b g A^B^ _ 1_ bg5*C* _^ 1 

bg ^*C* sin p ’ hg ^*C* tan p' 

Dit ingevuld in (31,3) levert: 


1 4- cos jS 

' _L. - pClr 

sin p 


sin p 
1 + cos p 


waarvoor ook; 
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geschreven kan worden. Door toepassing van de bekende hal- 
veringsformules der goniometrie volgt hieruit: 

tan I ^ 


waarmee, wegens = i7(a) de stelling bewezen is. 

Bizonder belangwekkend is het volgende resultaat: 

31, 2. De 'parallelhoek behorende hij het segment a is het comple¬ 
ment van de hyperbolische amplitudo van a. 

Door gebruik te maken van een bekende halveringsformule 
der goniometrie vinden we: 


tan n{a) 


2 tan n{a) 

1 — tan 2 i n{a) 



2 __ 1 

sinh a 


Dus is: 

tan — n[a)) = ctg77(a) =- sinh a, 
terwijl in no. 28, 6 bewezen is: 


tan amh a — sinh a. 


Daaruit volgt: 

n{a) + amh a = q.e.d. 

Voor later gebruik vermelden we nog: 

31, 3. Voor de parallelhoek i7(a) behorende bij een segment met 
lengte a geldt: 
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De formules volgen direct uit die van no. 28, 6 in verband 
met de vorige stelling. Natuurlijk kan men ze ook rechtstreeks 
bewijzen, door de goniometrische functies vani7(a) in tan in{a) 
uit te drukken. 

In het kader van de beschouwingen van deze paragraaf 
past ook de volgende stelling, die in de beide volgende 
paragrafen nuttig zal blijken te zijn. 


31,4. Zij A BCM^ een enkelvoudig-asymptotische driehoek, 
rechthoekig hij B en laat C* het snijpunt zijn van CM^ 
met de horicykel door B en met middelpunt M^. Is u de 
lengte van CC*, dan geldt, als we a = BC stellen: 

bg £C* = tanh a, 
cosh a = e^. 

We maken weer gebruik van fig.31,1. Daar A^^BC =i7(a) 
is, hebben we: 


bg SC* = bg S*C* : bg A'^B* = cos n{a), 

want bg ^*S* is een fundamentaalboog en dus gelijk aan 1. 
Verder is in het vorige nummer bewezen: 

cos n{a) = tanh a; 

daaruit volgt reeds de eerste der te bewijzen formules. 
Voorts geldt: 

bg ^*C* = bg ^*C* : bg ^*S* = sin n[a), 
terwijl we volgens no. 30, 4 hebben: 

bg ^*C* = bg ^*C* : bg ^**C = e—", 

zodat 


sin n[a) = er-'^. 

Volgens de vorige stelling is evenwel: 


sin n{a) 


1 


cosh a' 

en daaruit volgt de tweede der te bewijzen formules. 
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§ 32. Trigonometrie van de rechthoekige driehoek. — Even¬ 
als in de gewone trigonometrie zijn ook nu de formules voor 
de rechthoekige driehoek van fundamenteel belang en zij kun¬ 
nen ten grondslag gelegd worden aan de trigonometrie van de 
algemene driehoek. Het probleem van de afleiding van die 
formules is door de resultaten van de vorige paragraaf een 
belangrijke stap nader tot de oplossing gebracht. 

Zij A ABC rechthoekig bij C, (fig. 32, 1). We stellen, zoals 
gebruikelijk, c = AB, a = BC, b = CA en verder ABC 

a~l_ BAC. In A richten we op het vlak van de driehoek 

een loodlijn op en noemen één van 
de oneindig verre punten daarvan 
. We brengen de horisfeer aan 
met middelpunt door A en 
noemen de snijpunten van AM ^, 
BM^ en CM^ met dat oppervlak 
opv. (= A), 5* en C*. In het 
vlak van A BCM^ denken we 
ons nog de horicykel aangebracht 
door C met middelpunt . 
Deze snijdt BM^ in S**. Evenals 
in de vorige paragraaf kunnen we 
met de stellingen uit het derde 
hoofdstuk bewijzen, dat BC lood¬ 
recht is op CM^ en vlak BCM^ loodrecht is op vlak ACM^, 
zodat de horisferische driehoek A'^B'^C'^ bij C* rechthoekig 
is. Voorts is A* = a. 

We vermelden nu eerst een drietal formules, die bij het 
bewijs van de beide volgende stellingen gebruikt zullen wor¬ 
den. Uit de stelling van no. 31,4 leiden we af: 

(32, 1) bg yl*C* = tanh 6, 

(32, 2) bg A^B^ = tanh c, 

bg B'^'^C — tanh a. 

Stellen we weer u = CC*, dan is volgens no. 30, 4: 
bg 5*C* : bg 5**C = 



Fig. 32, 1. 
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en daaruit volgt, als we op de vorige formule letten en op de 
tweede formule van no. 31, 4 (waarin nu b voor a genomen 
moet worden): 

(32, 3) bg B*C* = 

cosn o 

Als eerste stelling bewijzen we een analogon van de stelling 
van Pythagoras. 

32, 1. In iedere rechthoekige driehoek is de hyperbolische cosinus 
van de schuine zijde gelijk aan het product van de hyper¬ 
bolische cosinussen van de rechthoekszijden. In formule: 


cosh c ~ cosh a cosh b. 


De stelling van Pythagoras geldt op de horisfeer en 
luidt voor driehoek* A*5*C*: 

(bg A*B*)2 ^ (bg £*C*)2 + (bg C*A*)2. 

Hiervoor kunnen we op grond van (32,2), (32,3) en (32, 1) 
schrijven: 

ta„h% = + tanh>S. 

cosh^è 

Er rest ons slechts deze formule te herleiden; daarbij maken 
we gebruik van de stelling van no. 28, 1. 

Trekken we beide leden van 1 af, dan vinden we voor het 
linkerlid: 

^ „ cosh^ c — sinh^ c 1 

tanm c = - 


cosh^ c 
en voor het rechterlid: 

l-tanh»6. 

1 


1 


cosh^ c ' 
tanh^ a 


tanh^ b cosh^ b cosh^ b 


1 — tanh^ a 
cosh^ b 


cosh^ a cosh^ b ' 
daarmee is bewezen: 

cosh^c = cosh^a cosh^è, 

en omdat de hyperbolisché cosinus steeds positief is: 
cosh c = cosh a cosh b. 


Niet-Euklidische Meetkunde. 


13 
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De volgende stelling is merkwaardig wegens de duidelijke 
analogie met de formules van de gewone trigonometrie. 


32, 2. In iedere rechthoekige driehoek is de sinus van een scherpe 
hoek gelijk aan de hyperbolische sinus van de overstaande 
rechthoekszijde gedeeld door de hyperbolische sinus van de 
schuine zijde\ de cosinus van een scherpe hoek is gelijk aan 
de hyperbolische tangens van de aanliggende rechthoekszijde 
gedeeld door de hyperbolische tangens van de schuine zijde] 
de tangens van een scherpe hoek is gelijk aan de hyper¬ 
bolische tangens van de overstaande rechthoekszijde gedeeld 
door de hyperbolische sinus van de aanliggende rechthoeks¬ 
zijde. In formule: 


sin a = 

cos a = 


tan a = 


sinh a 
sinh c' 
tanh b 
tanh c' 
tanh a 
sinh b* 


sin jS = 
cos = 


tan = 


sinh b 
sinh c' 
tanh a 
tanh c* 
tanh b 
sinh a 


Bij het bewijs gebruiken we fig. 32,1. In de horisferische drie¬ 
hoek ^*J5*C* hebben we: 

bgB*C* 

^ ~ bg 

waaruit op grond van (32,3) en (32,2) volgt: 


sin a = 


tanh a _ sinh a cosh c ; 
cosh b tanh c ~ cosh a cosh b sinh c 


de laatste breuk kan vereenvoudigd worden met de formule 
van no. 32, 1 en er komt: 


sinh a 






... 
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Voorts geldt in driehoek* ^*£*C*: 

bg ^*C* 


cos a 


bg ^*5*^ 

waaruit met (32, 1) en (32, 2) direct volgt: 

tanh h 
cos a = -—^—. 
tanh c 

Ten slotte hebben we in driehoek* ^*5*C*: 

^ bg B*C* 

tan « - bi“2*C*’ 

waaruit met (32, 3) en (32, 1) afgeleid kan worden: 

tanh a tanh a 


tan a — 


cosh b tanh b sinh b 


Door letterverwisseling kunnen we de overeenkomstige for¬ 
mules voor de hoek ^ vinden. 

In de gewone trigonometrie kunnen we volstaan met for¬ 
mules, waarin een enkele scherpe hoek optreedt. De reden 
daarvan is duidelijk, want de beide scherpe hoeken zijn eikaars 
complement. In de niet-Euklidische trigonometrie is het ver¬ 
band tussen de hoeken gecompliceerder. Er geldt: 


32, 3. In iedere rechthoekige driehoek is het product van de 
cotangenten van de scherpe hoeken gelijk aan de hyperbo¬ 
lische cosinus van de schuine zijde] de cosinus van een 
scherpe hoek is gelijk aan de sinus van de andere scherpe 
hoek vermenigvuldigd met de hyperbolische cosinus van 
de overstaande rechthoekszijde. In formule: 

ctg a ctg jS = cosh c, 

cos a = sin jS cosh a, cos = sin a cosh &. 

Uit de stellingen van no. 32, 1 en no, 32, 2 volgt: 

^ ^ sinh b sinh a ^ z. u 

ctg a ctg iS =: 7 —T— 7 — T-T = cosh a cosh b = cosh c, 

^ ° ^ tanh a tanh b 

waarmee de eerste formule reeds is bewezen. 
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Verder is: 

tanh h sinh b cosh c sinh b , 

cos a — 7 —r— = ■—rrr ">.r"~ ~ = ^ 

tanh c cosh b sinh c sinh c 

= sin p cosh a, 

De formule voor cos ^ volgt hieruit door letterverwisseling. 

§ 33. De parallelenconstructie De trigonometrie van het 
rechthoekig trapezoid. — Er bestaat een eenvoudige en 
fraaie constructie gevonden door den Duitsen wiskundige 
Fr. Engel (1861—?), waarmee men door een gegeven 
punt de parallelen aan een gegeven rechte kan aanbrengen. 
Deze constructie berust op de volgende overweging. Laat 
gegeven zijn een trapezoid AQPC, met toplijn AC, waar- 
van de hoek bij Q eveneens recht is. Door A denken we ons 
aangebracht de parallel met de halve rechte PQ. Deze snijdt 
de zijde PC in het punt B. Er bestaat nu het merkwaardige 
resultaat: AB — QP. 

Voor het bewijs maken we gebruik van fig. 33,1, die een 

uitbreiding is van 
fig. 32, 1. Door het 
punt A denken we 
ons een rechte aan¬ 
gebracht loodrecht 
op het vlak van het 
trapezoid. Een der 
oneindige verre pun¬ 
ten van die 

rechte beschouwen 
we als middelpunt 
van een horisfeer, 
gaande door A. De 
verbindingslijnen 
van Q, P, B en C 
metAf^ snij den deze 

horisfeer opv. in 
Fig. 33.1. p.,.^ p* en C*. 

Evenals in § 32 blijkt op grond van stereometrische over- 



§ 33. DE PARALLELENCONSTRUCTIE 


185 


wegingen, dat /_*C*^*(2* recht zijn. De 

horisferische vierhoek is bijgevolg een rechthoek*, 

want op de horisfeer geldt immers de Euklidische meet¬ 
kunde. Uit de stelling van no. 31,4 volgt: 


bg P*Q* =- 


tanh PQ 
cosh A Q ' 


Hiervoor mogen we schrijven: 


(33, 1) bg P* (?* = tanh PQ cos a, 

want /. QAB = — a = 11 (AQ) is de parallelhoek be¬ 

horende bij het segment AQ, zodat cos a = sin 11 (PQ). De 
juistheid van (33,1) volgt nu direct uit no. 31,3. Voorts 
hebben we op grond van (32, 1) en een formule van no. 32, 2: 

(33, 2) bg .4*C* = tanh b = tanh c cos a. 

Uit bg ^*C* = bg P*(2* besluiten we tot tanh c = tanh PQ, 
dus c = PQ, q.e.d. 

De parallelenconstructie kan op grond van deze uitkomst 
op de volgende wijze worden uitgevoerd. Laat r de gegeven 
rechte zijn en A het gegeven 
punt, (fig. 33,2). Zij voorts Q 
de projectie van A op r. We 
nemen ergens op r een van Q 
verschillend punt P aan en la¬ 
te uit dit punt een loodlijn PC 
neer op de rechte r', welke in 
A loodrecht is op AQ. Met A 
als middelpunt beschrijven we 
een cirkel met straal c = PQ. 

Deze snijdt de rechte PC in de 
punten B en B'. Blijkbaar zijn 
gevraagde parallelen door A. 

Aan de hand van fig. 33, 1 kunnen we nog enkele andere 
eenvoudige relaties afleiden, waarvan we een nuttig gebruik 
zullen maken. Vooreerst hebben we: 


P r Q 



de rechten AB en de 


(33, 3) bg ^*g* = tanh AQ = coshi7(^0 - sin a. 
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en analoog aan (32, 3): 
(33,4) bg CP 


tanh CP 
cosh b 


Uit bg ^*(2* = bg C*P* volgt tanh CP = sin a cosh b 
= cos /?, zoals uit de stelling van no. 32, 3 blijkt. Bijgevolg 
is op grond van no. 31,3 het segment PC de paralleldistantie 
behorende bij de hoek p. 

Is Pi het voetpunt van de loodlijn uit het oneindig 
verre punt van de halve rechte QP, op de rechte PC, dan 
is ook het segment BP^ de paralleldistantie behorende bij 
de hoek zodat als we C op r' gelegen denken, PP^ = CP, 
en daaruit volgt CB = PPi, de paralleldistantie van 
(p — CPQ, m.a.w. cp is de parallelhoek behorende bij het 
segment BC, 

Vierhoek QPCA is een trapezoid, dat ook nog een niet 
aan de toplijn gelegen rechte hoek bezit, een rechthoekig 
trapezoid. Het is ons in § 10 reeds opgevallen, dat er een 
grote analogie bestaat tussen driehoeken en trapezoiden. 
Het zal blijken dat deze overeenkomst ook in de trigonometrie 
tot uiting komt. Daarbij neemt de toplijn de rol over van 
hoek. 

Ten einde de formules meer te laten spreken willen we de 
notatie passend kiezen. Laat AB^Bfi een rechthoekig 
s Q trapezoid zijn met toplijn m = B 1 B 2 

^ (fig. 33,3). De hoek bij C zij de 
^ rechte hoek; voorts stellen we 

a = Z. De zijden duiden we 

aan met c = AB^, a — B^C, 
b = CA Door Po denken we ons 

Cl C " 

de rechte aangebracht parallel met 
de halve rechte CA. Het snijpunt 
^ daarvan met de zijde AB^ noemen 

- 1 -jwe P. Stellen we nog n = B^P, 

Fig. 33, 3 /M = Z- B^PBi en v =-1_ B-^B^P, 

dan kunnen we het boven ge¬ 
vondene aldus samenvatten: 

(33, 5) B^P = b, a = n (n), v = —77 (a), pi = 77 (c). 


Fig. 33,3. 
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We zullen zien, dat met gebruikmaking van de bekende 
trigonometrie van A gemakkelijk de trigonometrie 

van het trapezoid is op te bouwen. Vooreerst noemen we de 
stelling: 

33, 1. Het analogon van de stelling van Pythagoras 
luidt voor het rechthoekige trapezoid: 

sinh c — sinh a cosh è. | 

Toepassing van (33, 6) en van de in de nrs. 31,3 en 32, 3 
afgeleide betrekkingen geeft ons: sinh c == ctg // = cosh b tan v 
= cosh h ctg n {a) = cosh b sinh a, q.e.d. 

Vervolgens stellen we betrekkingen op, waarin de scherpe 
hoek voorkomt. 

33, 2. Voor de scherpe hoek a van een rechthoekig trapezoid 
gelden de formules: 


sm a = 


cosh a 
cosh c * 


cos a = 

tan a — 


tanht 
ctgh c ' 
ctgha 
sinh b ‘ 


Immers, 

sin a = sin 77 (n) = — 

^ ^ cosh 


sin fji __ sin 77 (c) _ cosh a 
cos r ~ sin 77 (a) cosh c 


Bij de herleiding is gebruik gemaakt van een in no. 32, 3 
verkregen resultaat. Verder hebben we 
cos a == cos 77 {n) = tanh n = cos /a tanh & = cos 77 (c) tanh b 
= tanh c tanh b; daarbij dienen we op de in no. 32, 2 ver¬ 
melde uitkomsten te letten. Dezelfde opmerking heeft be¬ 
trekking op de volgende herleiding: 
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tan a tan TI (n) = -^4— =- — _ 

sinh n sin V sinh b 


1 


1 


cos 77 (a) sinh b tanh a sinh b ’ 

33,3. Voor de toplijn van een rechthoekig trapezoid gelden de 
formules: 



De volgende herleidingen zullen wel zonder nadere toe¬ 
lichting duidelijk zijn: 

sinh w = sin sinh b = sinh 11 (c) sinh h = ; 

cosh c 

n (c) tanh c 
sm V cos n (a) tanh a ’ 

tanh m = cos V tanh 6 = sin 77 (a) tanh b = — 

cosh a 

Het spreekt vanzelf, dat a de rol van toplijn kan over¬ 
nemen. Dan fungeert b als „hypotenusa”. Dat betekent 
echter: iedere geldige relatie in een trapezoid levert opnieuw 
een geldige relatie bij verwisseling van « en m en tevens 
van b en c. Uit de formules van no. 33, 1 en no. 33, 3 vinden 
we op grond van deze omzetting niets nieuws. Wel echter 
krijgen we langs die weg uit no. 33, 2 op gemakkelijke wijze 
een analogon van de stelling van no. 32, 3: 

32, 4. In een rechthoekig trapezoid bestaan er tussen de scherpe 
hoek en de toplijn de betrekkingen: 
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sinh c = ctg a ctgh m, 
cosh m = sin a cosh b. 


De eerste formule volgt uit de derde formule van no. 33, 2, 
wanneer we daarin a door m vervangen en tevens h door c. 
De tweede formule volgt door een analoge omzetting uit de 
eerste van no. 33, 2. Uit de tweede formule van no. 33, 2 
wordt niets nieuws gevonden, omdat die betrekking bij ver¬ 
wisseling van b en c niet verandert. 


§ 34. Trigonometrie van de algemene driehoek. —Uit de 

formules voor de rechthoekige driehoek kunnen we betrek¬ 
kingen afleiden tussen de zes elementen (zijden en hoeken) 
van een algemene driehoek. Van de vele formules, welke die 
betrekkingen tot uitdrukking brengen, zullen we alleen de 
belangrijkste vermelden. 

We denken ons een driehoek ABC gegeven en duiden op 
de gebruikelijke wijze de hoeken aan met a, ^ en 7 (a = A, 
enz.) en de tegenover die hoeken liggende zijden opv. met 
a, b en c. Zij Q de projectie van C AB, (fig. 34, 1). 

34, 1 . De sinusregel luidt: 


sinh a _ sinh b _sinh c 

sin a sin ^ sin y 


Volgens de stelling van no. 32, 2 hebben we, als we a en ^ 
beide scherp veronderstellen: c 

(34, 1 ) sin a sinh b = sin ^ sinh a, 

want beide leden zijn gelijk aan sinh CQ. 

Dit resultaat is ook juist, wanneer bijvoor¬ 
beeld ^ stomp is, wegens sin {n — 

= sin ^ en stellig wanneer een der hoeken a 
en ^ recht is. Overigens zullen we het 
geval, waarbij een hoek recht is, in het 
vervolg niet meer uitdrukkelijk beschouwen, want dan is 



Fig. 34,1. 
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steeds direct in te zien, dat de te bewijzen formule waar is. 

Geen der hoekpunten is boven de andere bevoorrecht, zodat 
we door cyklische letterverwisseling uit geldige formules 
steeds weer geldige formules verkrijgen. Naast (34, 1) moet 
dus ook gelden: 

(34, 2) sin ^ sinh c = sin y sinh b. 

De betrekkingen (34, 1) en (34, 2) zijn tezamen met de sinus¬ 
regel gelijkwaardig. 

34,2. De eerste cosinusregel (gegeneraliseerde stelling van 
Pythagoras) luidt: 



a) We beschouwen eerst het geval, waarin a en ^ beide scherp 
zijn. In de rechthoekige driehoek BCC^ geldt volgens de 
stelling van no. 32, 1: 

cosh a = cosh CC^ cosh BC-^ 

= cosh CCi cosh {c — ACi). 

Herleiden we volgens de tweede der in no. 29, 3 genoemde 
formules, dan komt er: 

cosh ^^=cosh CCi cosh c cosh —cosh CC^, sinh c sinh AC^ 

Daar volgens no. 32, 1 voldaan is aan: 

cosh b ~ cosh CCi cosh AC^ 

kunnen we schrijven: 

= cosh c — sinh c tanh AC^. 

cosh b 

Verder weten we, (no. 32, 2): 


cos a = 


tanh^Cj 
tanh b ' 


zodat we hebben: 
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(34, 3) ^ ~ cosh c — sinh c tanh b cos a, 

cosn b 

waaruit door vermenigvuldiging met cosh b de eerste der te 
bewijzen formules volgt. De overige vinden we door toepassing 
van een cyklische letterverwisseling. 

b) Is stomp, dan ligt op het verlengde van AB en dan 
is BC^ = AC^ — c. Aan de bovenstaande herleiding veran¬ 
dert niets, want de hyperbolische cosinus is een even functie, 
(no. 28, 2 ). 

c) Is a stomp, dan ligt op het verlengde van BA en dan 
is BC^ = ACj^ -j- c. In dat geval hebben we: 

— cosh c + sinh c tanh AC,, 

cosh b 

want we moeten de eerste formule van no. 29, 3 toepassen. 
Maar dan is: 


cos {n — a) — 


tanh AC^ 
tanh b * 


waarmee we wegens cos [n — a) = — cos a weer (34, 3) 
vinden. Daarmee is de stelling volledig bewezen. 

Zoals we reeds bij de behandeling van de rechthoekige drie¬ 
hoek opgemerkt hebben, betekent de omstandigheid, dat de 
som van de hoeken van een driehoek niet gelijk is aan een ge¬ 
strekte hoek, een complicatie. In de niet-Euklidische trigono¬ 
metrie wordt de relatie tussen de hoeken uitgedrukt door de 
z.g. tweede cosinusregel. 


34, 3. De tweede cosinusregel luidt'. 

cos a = — cos cos y + sin ^ sin y cosh a, 

cos /3 == — cos y cos a + sin y sin a cosh b, 

cos y = — cos a cos /? + sin a sin ^ cosh c, 

Gemakshalve stellen we ACC^ = yiCn Z. BCC\ == 7.2 
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a) We beschouwen eerst weer het geval, waarbij a en f) beide 
scherp zijn. 

In A AC Cl hebben we op grond van de stelling van no. 32,3: 

cos a = cosh CCi sin 

= cosh CCi sin (y — y^). 

We kunnen het rechterlid herleiden volgens een bekende 
goniometrische formule; er komt: 

cos a = cosh CCi sin y cos — cosh CC^ cos y sin y^. 

Volgens no. 32, 3 geldt in A BCC-i'. 

cos = cosh CCi sin y^, 

en dus is: 

COS CL 

- - = sin y ctg y^ — cos y. 

COS p 

Ten slotte geldt in A BCC^ volgens de eerste formule van 
no. 32, 3: 

ctg 72 ctg jS = cosh a, 
zodat we hebben: 

= sin y tan ^ cosh a — cos 7 , 

cos ^ 

waaruit door vermenigvuldiging van beide leden met cos ^ 
de eerste der te bewijzen formules volgt. De beide andere 
kunnen we daaruit weer door middel van een cyklische letter¬ 
verwisseling af leiden. 

b) Ingeval jS stomp is hebben we 7i = 7 + 72 cn dan is: 

cos a . , 

-= — sin 7 ctg 72 — cos 7 , 

cos p 

want nu geldt: 

cos [n — jS) = cosh CCi sin 73 . 
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Verder is: 

ctg ^2 ctg (tï — P) — cosh a, 
en daaruit volgt weer (34, 4). 
c) Is a stomp, dan is yi = 72 — 7 en 

cos (jt — a) = cosh CQ sin (72 — 7 ), 

dus: 

cos a = cosh CCi sin (7 — 72 ). 

De verdere herleiding geschiedt weer als in het eerste deel 
van dit bewijs. 

Geheel analoog kan men met gebruikmaking van de uit¬ 
komsten van § 33 de trigonometrie ontwikkelen van het 
algemene trapezoid. Er komen dan formules te voorschijn, 
welke een merkwaardige overeenkomst bezitten met de voor 
de algemene driehoek verkregene. Principieel nieuwe ge¬ 
zichtspunten doen zich daarbij voor ons doel niet voor 
en we willen het daarom bij deze opmerking laten. 

§ 35. De lengte van een cykelboog. — Op de horisfeer biedt 
de bepaling van de lengte* van een horicykelboog geen enkele 
moeilijkheid; die lengte* is immers niets anders dan de ver¬ 
houding van de boog tot een boog, welke als eenheid van 
lengte* is aangenomen; daarvoor hebben we de fundamentaal- 
boog genomen. 

Een geheel ander probleem betreft de bepalingvan de lengte 
van een horicykelboog, dus de vergelijking van die boog met 
een lijnsegment, dat als eenheid van lengte fungeert. Daarbij 
zullen we het volgende procédé gebruiken. Laat A en B de 
eindpunten van de horicykelboog zijn, waarvan we de lengte 
willen bepalen. Er bestaat een punt P, dat de boog AB in 
twee gelijke stukken verdeelt. Ieder van die stukken kan weer 
gehalveerd worden, zodat dan de boog in 2 ^ stukken verdeeld 
is. Door op deze wijze voort te gaan vinden we na n stappen, 
dat de boog in 2 ^ stukken verdeeld is en we 2 ^ + 1 punten 
hebben verkregen, die we kunnen beschouwen als de hoek- 




194 


V. TRIGONOMETRIE 


punten van een regelmatige gebroken lijn bestaande uit 
fyi z= 2^ segmenten. De gezamenlijke lengte van die segmenten 
zij Sm- Heeft voor n->co een limiet s, dan zullen we s de 
lengte van de boog noemen. 

De geschetste gedachtengang levert het volgende resul¬ 
taat op: 

35, 1. De lengte van een horicykelboog, welke door een koorde 
met lengte 2p onderspannen wordt, bedraagt 2 sinh p. 

Het midden van de boog AB zij (fig. 35,1), en C zij het 
snijpunt van AB met de middellijn 
door A^) het middelpunt van de hori- 
cykel, waarop de boog is gelegen, noe¬ 
men we weer . Als we de lengte van 
het segment AA^ met 2p-^ aanduiden is 
blijkbaar /_M^A^A de parallelhoek 
bij het segment p-^, dus 

i^M^A^A =n(p,y 
Volgens de stelling van no. 32, 2 geldt 
in A AA^C: 

sinh 2pi sin 77 {p^ = sinh p. 
Passen we op de eerste factor in het 
linkerlid de verdubbelingsformule van 
de hyperbolische sinus, (no. 29, 5), toe en letten we op de 
eerste formule van no. 31,3, dan kunnen we schrijven. 

2 sinh Pi = sinh p. 

Door verdeling van de boog in 2^ gelijke stukken vinden we 
op dezelfde manier, als we de koorde, die een dergehjk stuk 
onderspant met 2p^ aanduiden; 

2 sinh pz = sinh pi, 

en dus in verband met het zoeven gevondene: 

22 sinh pz = sinh p. 

Na n stappen, wanneer de boog in w = 2" stukken verdeeld 



Fig. 36, 1. 
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is, vinden we voor de lengte 2pn van de koorde, die een der¬ 
gelijk stuk onderspant: 

(35, 1) 2« sinh pn = sinh p, 

De gezamenlijke lengte van die koorden bedraagt: 

Sm = 2^ . 2pn, 

In de plaats van (35, 1) schrijven we daarom: 

sinh pn o • 

Sm —= 2 sinh p. 
pn 

Voor n -> co gaat pn~^0 en in verband met de stelling van 
no. 29, 1 hebben we: 

5 = lim Sm = 2 sinh p, 

n-^cG 

waarmee de stelling bewezen is. 

Als bizonder geval noemen we: 


35, 2. De lengte van een fundamentaalboog is gelijk aan de ab¬ 
solute eenheid van lengte. 

Beschouwen we, ten einde de waarheid van deze bewering 
in te zien, nog eens weer fig. 35,1. Volgens de zoeven bewezen 
stelling is de lengte van bg gelijk aan sinh p, waarbij p 
de lengte van AC is. De raaklijn in A aan de horicykel, 
waartoe de boog behoort, is parallel met de rechte A^M^, als 
bg AAi een fundamentaalboog is, zodat /. CAM^ — is. 
Volgens de derde formule van no. 31,3is: 


sinh p = 


1 

tan ^7t 


= 1 , 


waarmee het bewijs geleverd is. 

We zien hieruit dat de lengte* van een horicykelboog gelijk 
is aan de lengte van die boog. Deze overeenstemming maken 
we ons ten nutte bij het bewijs van: 


35,3. De omtrek van een cirkel met straal r is gelijk aan 
2n sinh r. 
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Het is gemakkelijk in te zien, dat door een gegeven cirkel 

steeds een tiorisfeer mogelijk is. 
Laat n.1. een oneindig ver 
punt zijn van de loodlijn op het 
vlak van die cirkel door het 
middelpunt M, (fig. 35,2). De 
horisfeer met middelpunt 
door een punt van die cirkel gaat 
bij wenteling om MM^ in zich 
zelf over en moet dus alle punten 
van de cirkel bevatten. 

De lengte* van de cirkelomtrek bedraagt 2m*, als r* de 
horisferische straal is van de cirkel. We vinden deze lengte* 
als de limiet voor n ^ co van de omtrek* van een in de cirkel 
beschreven regelmatige w-hoek* {m = 2»). We zullen nu aan¬ 
tonen, dat de lengte* van de cirkelomtrek gelijk is aan de 
lengte. De zoeven genoemde ingeschreven regelmatige veel¬ 
hoek* bestaat natuurlijk uit m gelijke horicykelbogen, welke 
ieder de lengte* fn* mogen hebben. Is pn de lengte van de 
koorde, die een dergelijke boog onderspant, dan is volgens 
no. 35, 2: 

pn* = 2 sinh I pn, 

en daaruit volgt; 

2n r* = lim m pn* = lim m pn 

= lim m pn lim = lim m pn, 

«->QO «->X 2 «->00 

waarbij weer gebruik gemaakt is van de stelling van no. 29, 1. 

Hieruit zien we, dat inderdaad de horisferische lengte van de 
cirkelomtrek gelijk is aan de lengte in de betekenis, die we 
in. het begin van deze paragraaf er aan gegeven hebben 
Wegens r* = sinh r, (no. 35, 1), is de omtrek van de cirkei 
gelijk aan 27ü sinh r, q.e.d. 

We weten, dat voor r > 0 aan sinh r>r voldaan is, 
(29, I), we kunnen daarom zeggen: In de niet-Euklidische 
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meetkunde is de lengte van de omtrek van een cirkel met straal r 
groter dan 2nr. 

Natuurlijk kan de toegepaste methode ook dienen om te 
bewijzen: De lengte van een cirkelboog met straal r behorende 
bij de middelpuntshoek cp is (p sinh r. 

De aanpassing van de lengtemeting op de horisfeer bij de 
algemene lengtemeting bestaat in het volgende. Zij a* de 
lengte van een segment* op de horisfeer en a de lengte van 
de koorde, welke het segment* onderspant. Dan is a* 
== 2 sinh \a en 


(35,2) 


lim — 

a ->0 ^ 


lim 


sinh 

\a 


= 1 . 


In de volgende paragraaf zullen we nagaan, of een dergelijke 
aanpassing voor de meting van oppervlakten* op de horisfeer 
bij de algemene oppervlaktemeting mogelijk is. 


De lengtebepaling van een hypercykelboog levert weinig 
moeilijkheden op. We verwijzen naar fig. 11,2. Laat AB Ae 
gegeven boog zijn. Het segment kunnen we noemen 

de projectie van de boog op de nullijn. De distantie van de 
hypercykel zij r, terwijl a = A^B^ gesteld zal worden, We 
denken ons hg AB in m = 2^ gelijke delen verdeeld. De 
lengte van een koorde, die een dergelijke boog onderspant, 
zij 2pny terwijl we onder an zullen verstaan de projectie van 
pn op de nullijn. Overwegen we dat an de toplijn is van een 
rechthoekig trapezoid, dan vinden we op grond van de 
formule van no. 33, 1: 

sinh pn = sinh an cosh r, 

We vormen dit om tot: 


„ , sinh pn sinh an . 

2mpn —= a —-cosh r, 


pn 


Un 


bedenkende dat = a. Het ligt weer voor de hand 

Niet-Euklidische Meetkunde. 14 
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om lim m . 2pn de lengte van de boog te noemen. Daar met 

«->QO 

zowel ^^->0 als gaan hebben we als resultaat: 


35, 4. De lenpe van een hypercykeïboog met distantie r, waarvan 
de projectie op de nullijn gelijk is aan a, bedraagt a cosh r. 


§ 36. De oppervlakte van een cykelsector. —Ten einde de op¬ 
pervlakte van een cirkelschijf, kortweg 
cirkel, te berekenen, denken we ons in 
de omtrek een regelmatige w-hoek 
beschreven. Zij A ABM, (fig. 36, I) 
een middelpuntsdriehoek van die veel¬ 
hoek. Het defect daarvan noemen we 
bm. Blijkbaar is, als we /_ MAB = a 
stellen: 



iöm = i-:7r — a — Tijm, 


en dus: 


^bfn -f- 7z/m = ^7t — a. 


Laat Afi de projectie zijn van M op AB. Volgens de stelling 
van no. 32, 3 hebben we in A AM^M, als we bedenken, dat 
AM = r is: 


Dus geldt: 


cosh r = ctg a ctg n/m. 


tan + Tijm) = cosh r tan tt/w. 
We vormen dit om tot: 


(mK + 2») + »/’«) _ 2 * cosh 


Voor m->co gaat a-^\7i en dus Verder weten we 

• . tan % 

uit de goniometrie, dat-^ 1 gaat voor x -^0. 
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Als resultaat krijgen we: 

. lim m dm = ^71 (cosh r — 1) = An sinh^Jf. 

In no. 12, 14 is bewezen, dat de oppervlakte van de w-hoek 
gelijk is aan k^mbmy want mbm is het defect van de veelhoek, 
zodat de limiet van de oppervlakte voor m -> oo gelijk is aan: 

(36, 1) 0 = sinh^ir. 

Ogenschijnlijk is er niets op tegen dit getal de oppervlakte 
van de cirkel te noemen. Laten we echter evenals in de vorige 
paragraaf door de cirkel een horisfeer aanbrengen! De cirkel 
heeft daarop een horisferische straal f*. Als eenheid van 
oppervlakte* op de horisfeer nemen we een vierkant* met 
zijde* 1. Dan is de oppervlakte* van de cirkel gelijk aan: 

(36, 2) 0* = 7rr*2 == 71 sinhV 

Uit (36, 1) en (36,2) volgt: 

0* sinhV cosh^if 
(T ~ 4k^ sinh^if - 

We zullen nu weer zeggen, dat de meting van oppervlakten* 
op de horisfeer is azngepast bij de algemene oppervlakte- 
meting, wanneer: 

(36,4) lim — = 1. 

r^O ^ 

Blijkbaar kan aan (36, 4) wegens cosh^Jr-^ 1 voor 0 
voldaan worden, wanneer we k = \ nemen, hetgeen door 
passende keuze van de eenheid van oppervlakte bereikt kan 
worden. Dan is evenwel de oppervlakte van een driehoek 
(en algemener van een veelhoek) gelijk aan het defect. Voor 
de cirkel hebben we dan: 

36, 1. De oppervlakte van een cirkel met straal r is gelijk aan 
Ati sinh^ 

Immers, dit resultaat vinden we, wanneer we in (36, 1)^ = 1 
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nemen. Daar sinh is, blijkt dus de oppervlakte van 

een cirkel met straal r groter dan jzr^ te zijn. Men zou kunnen 
zeggen, dat in de omgeving van een punt in het niet-Eukli- 
dische vlak meer plaats is dan in het Euklidische vlak. 

Natuurlijk kan de toegepaste methode ook dienen om te 
bewijzen: De oppervlakte van een cirkelsector met straal r be¬ 
horende hij de middelpuntshoek cp is 2cp sinh^ \r. 

Er is nog een ander middel om de aanpassing van de opper- 
vlakte*meting bij de algemene oppervlaktemeting te bewerk¬ 
stelligen, zonder dat het nodig is k juist gelijk aan 1 te nemen. 
Daartoe kiezen we een nieuwe eenheid van lengte, die gelijk 
is aan 1 jk maal de absolute eenheid, terwijl ook op de horisfeer 
de eenheid van lengte* gelijk aan 1 jk maal de fundamentaal- 
boog genomen wordt. We moeten er ons rekenschap van 
geven, dat in de trigonometrische formules de zijden optreden 
als hun verhouding tot de absolute eenheid van lengte. Zodra 
de nieuwe eenheden zijn aangenomen vinden we voor de 
betrekking tussen een segment* a* op de horisfeer en de koorde 
a, welke dat segment* onderspant: 

^ — 2 sinh al2k 

en dus: a* _ sinh al2k 

a al2k 

Daaruit blijkt, dat ook nu aan (35, 2) voldaan is. 

Voor de eenheid van oppervlakte* nemen we nu natuurlijk 
een vierkant* met een zijde* gelijk aan de nieuwe eenheid 
van lengte*, zodat voor de oppervlakte* van een cirkel met 
straal r geldt: 

O* 

— TT sinh 2 rjk, 

terwijl de oppervlakte gelijk is aan: 

O = Ajtk'^ sm]ihj2k. 

Derhalve: 


O* __ sinhV/^ 
O 4 sinhV/2^ 


coshV/2A, 
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waaruit blijkt, dat aan (36, 4) evenzeer voldaan is. 

Resumerende kunnen we zeggen, dat op grond van onze 
afspraken de in de stellingen der nummers 12, 13 en 12, 14 
optredende constante k de verhouding tussen de absolute een¬ 
heid van lengte en de aangenomen eenheid van lengte is. 

In het verdere deel van deze paragraaf zullen we ons weer 
op het standpunt plaatsen, dat de absolute eenheid van 
lengte aan de metingen ten grondslag ligt. Laat s de boog 
zijn, die een cirkelsector met middelpuntshoek 99 begrenst 
en O de oppervlakte van die sector. Uit O = 2q) sinh^ en 
s = (p sinh r = 2(p sinh cosh volgt direct: 

36, 2. De oppervlakte van een cirkelsector, begrensd door een 
hoog met lengte s is gelijk aan s tanh \r. 

We zullen nu trachten een analoog resultaat af te leiden 
voor een horicykelsector, waaronder we verstaan het deel 
van het vlak ingesloten door een horicykelboog en de middel¬ 
lijnen door de eindpunten van die boog, dat aan dezelfde 
kant van die boog ligt als het middelpunt. We kunnen het 
antwoord wel voorspellen. Daartoe laten we in de uitkomst 
van no. 36, 2 de straal f->oo gaan en laten s onveranderd. 
Er zal dus moeten gelden: 

36, 3. De oppervlakte van een horicykelsector, begrensd door 
een boog met lengte s is gelijk aan die boog s. 

Voor het bewijs verwijzen we naar fig. 35, I en gebruiken 
de in § 35 ingevoerde notatie. De oppervlakte wordt op 
voor de hand liggende wijze gedefinieerd als de liniiet van 
de som der oppervlakten van w = 2 ^ asymptotische drie¬ 
hoeken met basis 2pn. Van een dergelijke driehoek is e 
defect = 7 z — 2n{Pn). Voorts is op grond van de derde 
formule van no. 31,3: tan = ctg 11 (pn) sinh pn, waar 
uit volgens ( 35 , 1 ) tot w tan = sinhj) kan worden be¬ 
sloten. Voor de som van m = 2” van die driehoeken hebben we. 


— fllöfn 


= J. tan ^dm 

tan 


_i^2sinh 

tan 


p- 
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Voor w ^ 00 volgt daaruit 0 = 2 sinh p, en dus op grond 
van de stelling van no. 35, 1 de juistheid van de bewering. 

Verstaan we onder een fundafnentualsectoy een horicykel- 
sector begrensd door een fundamentaalboog, dan volgt in 
verband met de stelling van no. 35, 2 als bizonder resultaat: 

36, 4. De oppervlakte van een fundamentaalsector is gelijk aan 
de absolute eenheid van oppervlakte. 

Onder een hypercykelsector verstaan we het deel van het 
vlak ingesloten door de segmenten ^4^^, A^B^, en de 
hypercykelboog^S, (fig. 11,2). We denken ons de boog weer 
verdeeld in w = 2» gelijke delen. Twee opvolgende deel- 
punten bepalen met hun projecties op de nullijn een trapezoid 
met defect 6^, dit trapezoid is door de as in twee congruente 
rechthoekige trapezoiden te verdelen. Met de notatie van 
§ 35 vinden we op grond van de derde formule van no. 33, 2, 
als a de scherpe hoek van een dergelijk trapezoid voorstelt: 

tan = tan (Jtt — a) = ctg a = tanh a„ sinh r. 

Dit is om te vormen tot: 


mè, 


tan ^êm tanh s„ 




dfl 


a sinh r. 


Voor w -> 00 gaan öm -> 0 en Un ->0. Noemen we 0 == lim md^n 

00 

de oppervlakte van de hypercykelsector, dan blijkt zonder 
moeite de juistheid van: 


36, 5. De oppervlakte van een hypercykelsector met distantie r, 
waarvan de projectie van de begrenzende boog op de 
nullijn gelijk is aan a, bedraagt a sinh r. 

Brengen we dit resultaat in verband met dat van no. 
35, 4, dan kunnen we zeggen: 


36, 6. De oppervlakte van een hypercykelsector met distantie r, 
begrensd door een boog met lengte s, is gelijk aan s tanh r. 
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§ 37. Meetkunde en de empirische ruimte. — De vraag naar 
de mogelijkheid van de toepassing van de meetkunde op de 
ons omgevende waarneembare dingen is niet van wiskundige, 
maar van natuurkundige aard en moet dus op grond van 
bepaalde waarnemingen beantwoord worden. Weliswaar bezit 
de buitenwereld een belangrijk aandeel in de vorming van de 
wiskundige begrippen, we worden door die buitenwereld als 
het ware geïnspireerd, maar het logische relatiesysteem, dat 
de meetkunde tussen die begrippen opbouwt, is van de wereld 
der ons omringende dingen geheel onafhankelijk. Willen we 
het zo verkregen systeem gebruiken om voor de buitenwereld 
geldige beweringen op te stellen, dan zullen we eerst moeten 
nagaan, welke waarneembare verschijnselen met de meet¬ 
kundige begrippen in die logische relaties kunnen correspon¬ 
deren. 

Het ligt zeer voor de hand om onder een rechte te verstaan 
een zeer dunne lichtstraal, welke zich in het luchtledige voort¬ 
plant. Daarmee is tevens het begrip „punt^^ gegeven als de 
doorsnijding van twee lichtstralen. Een vlak wordt door dié 
lichtstralen beschreven, welke van een punt uitgaan en een 
niet door dat punt gaande rechte ontmoeten. Natuurlijk be¬ 
zitten deze begrippen niet de scherpte van wiskundige be¬ 
grippen. Een oneindig dunne lichtstraal bestaat niet, want 
proberen wé door middel van diafragma s een lichtstraal 
steeds dunner te maken, dan zal de buiging van het licht als 
storend verschijnsel in aangroeiende mate optreden en juist 
het tegengestelde bewerken van hetgeen we beogen. De in 
de wiskunde geldende uitspraken over rechten zullen voor 
lichtstralen slechts bij benadering juist zijn. 

De vaste lichamen leveren ons het bewegingsbegrip en het 
begrip ,,congruentie''. Het heeft dus-zin om de stellingen van 
§ 3 te confronteren aan de werkelijkheid; inderdaad blijkt, 
dat de objecten uit de buitenwereld met een hoge graad van 
juistheid de in de stellingen geformuleerde eigenschappen be¬ 
zitten. Zo heel erg verrassend is dit niet, want die stellingen 
zijn feitelijk niets anders dan bepaalde dagelijkse ervaringen 
in abstracte vorm weergegeven. 

Het kernprobleem betreft evenwel de geldigheid van het 
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5e postulaat. Een directe verificatie stuit op grote moeilijk¬ 
heden. G a u s s heeft een indirecte methode beproefd door 
van een zeer grote driehoek na te gaan of de som der hoeken 
gelijk is aan een gestrekte hoek. De meting is uitgevoerd aan 
een driehoek gevormd door de toppen van de Hoher Hagen, 
Broeken en Inselsberg; de afwijking ö van een gestrekte hoek 
bleek kleiner te zijn dan de toevallige waarnemingsfouten. 
Daarmee is natuurlijk niet bewezen, dat alleen de Euklidische 
meetkunde op de buitenwereld van toepassing is. Uit de 
meting van G a u s s kan slechts afgeleid worden, dat, als 
de niet-Euklidische meetkunde van toepassing is, de con¬ 
stante k, welke de lengte aangeeft van de absolute eenheid, 
wanneer de gebruikelijke eenheid aan de meting ten grondslag 
gelegd wordt, zeer groot is. Immers, de oppervlakte k^d van 
de genoemde driehoek is een vrij groot getal terwijl ö, indien 
van nul verschillend, zeer klein moet zijn. 

Als voor de physische ruimte de niet-Euklidische meetkunde 
geldt moet dus de absolute eenheid van lengte zeer groot zijn. 
Hoe groot die absolute eenheid dan ten minste moet zijn, kan 
gevonden worden op een in beginsel reeds door L o b a t- 
schewskij aangegeven wijze, waarbij gebruik gemaakt 
wordt van de parallaxen der vaste sterren. 

Laat S een ster voorstellen, Z de zon en A de aardeJop|een 
tijdstip, waarop Z SZA recht is, (fig. 37,1). In het vlak SZA 
denken we ons nog een halve rechte AC lood¬ 
recht op AZ en met 5 aan dezelfde kant van | ♦ , 

AZ. Men noemt /_ SAC — (p de farallax van j 

de ster 5; de astronomen zijn er in geslaagd \ \ c 

van een aantal sterren de, in de regel zeer \ \ 
kleine, hoek (p te meten. \ \ 

We zullen het astronomische gebruik volgen 
en de (gemiddelde) afstand van de aarde tot M 

de zon, de z.g. astronomische eenheid, als een- l Al 
heid van lengte nemen. Zonder al te grote on- z a 

nauwkeurigheid kunnen we in fig. 37, 1 het Fig. 37, i. 
stuk AZ = \ stellen, want de aardbaan is bij 
grote benadering een cirkel. We willen nu aannemen, dat|de 
niet-Euklidische meetkunde op de buitenwereld van toepas- 
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sing is en dat de absolute eenheid van lengte gelijk is aan k 
astronomische eenheden. Uit fig. 37, 1 lezen we af, dat de 
parallelhoek behorende bij het segment AZ groter is dan het 
complement van de parallax cp van 5. Wanneer we er aan 
denken, dat in absolute maat uitgedrukt AZ = 1 jk is, dan 
zien we zonder moeite in, dat uit de formule van no. 31, 3 
volgt: 

sinh 1 jk = ctg n {AZ) < tan cp. 

Voorts geldt op grond van (29,1) l/^<sinhl/A, zodat 
we hebben: 

1 Ik < tan cp. 

Er zijn slechts weinig sterren, waarvan de parallax niet 
kleiner is dan 0",05. Daar tan0",05 < 0,243 X 10“® is dus 
stellig l/k < 0,25 X 10“® en bijgevolg k> 4 X 10®. We 
komen tot de volgende conclusie: Wanneer we onderstellen dat 
de niet-Euklidische meetkunde op de buitenwereld van toepassing 
is, dan moet de absolute eenheid van lengte groter zijn dan vier 
millioen maal de gemiddelde afstand van de aarde tot de zon. 

We zullen in de volgende paragraaf zien, dat de Euklidische 
meetkunde als grensgeval van de niet-Euklidische meetkunde 
te voorschijn komt, wanneer we laten gaan. Practisch 

komt het hierop neer, dat voor figuren, waarvan de afmetin¬ 
gen voldoend klein zijn ten opzichte van de absolute eenheid 
van lengte de afwijkingen tussen de Euklidische en de niet- 
Euklidische meetkunde verwaarloosd kunnen worden. Beide 
meetkundige stelsels kunnen dus dienen om de buitenwereld 
te beschrijven en men zal dan aan de Euklidische meetkunde 
wegens de meerdere eenvoud de voorkeur geven. 

§ 38. De Euklidische meetkunde als grensgeval van de niet- 
Euklidische meetkunde. — In de formules der niet-Euklidische 
trigonometrie treden de zijden op als hun verhouding tot de 
absolute eenheid van lengte. Leggen we aan de metingen 
een lengte-eenheid ten grondslag, die k maal op de absolute 
eenheid begrepen is, dan moeten we overal de in de formules 
optredende lengten door k delen. We willen thans nagaan 
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wat er gebeurt, wanneer we k-y co laten gaan. We onder¬ 
zoeken achtereenvolgens: 


1 . De parallelhoek. Volgens de stelling van no. 31,3 
geldt, als n(a) de parallelhoek is behorende bij het segment 


sin n{a) 


1 

cosh ajk’ 


Voor k->-co gaat ajk -> 0 en dus cosh ajk -> 1. Dan gaat ook 
sin n(a) -> 1 en bijgevolg n(a) -> \7c. De meetkunde, welke 
door de grensovergang k-^co ontstaat, heeft bij ieder seg¬ 
ment als parallelhoek Jtt, is dus de Euklidische meetkunde. 
We kunnen dit resultaat ook aldus interpreteren: de paraUel- 
hoek wijkt willekeurig weinig van de rechte hoek af, mits het 
segment voldoend klein is ten opzichte van de absolute een¬ 
heid van lengte (d.w.z. mits de verhouding tussen het seg¬ 
ment en de absolute eenheid van lengte kleiner is dan een 
passend gekozen positief getal, dat natuurlijk afhangt van het 
bedrag, waarmee de parallelhoek ten hoogsten van de rechte 
hoek mag afwijken). 

2. De tweede cosinusregel. Is c de lengte van 
de zijde van A ABC tegenover het hoekpunt C, dan hebben 
we: 

cos y = — cos a cos sin a sin /S cosh cjk, 


zoals uit de stelling van no. 33, 3 blijkt. Voor k-^co ontstaat 
hieruit: 


cos y = — cos a cos ^ -j- sin a sin /? = — cos (a /5), 

en omdat de hoeken y en a + ^ beide kleiner dan n zijn, 
moet voldaan zijn aan: 

a + p + y ==7t. 

Dit resultaat betekent, dat de som der hoeken van een 
driehoek willekeurig weinig van een gestrekte hoek afwijkt, 
zodra de zijden voldoend klein zijn ten opzichte van de abso¬ 
lute eenheid van lengte. 
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3. De sinusregel. Voor de sinusregel (no. 33, 1 ) moeten 
we thans schrijven: 

sinh ajk sinh bjk sinh cjk 
sin a sin ^ sin y ' 

en daaruit volgt: 

a sinh ajk _ b sinh bjk c sinh cjk 
sin a ajk sin ^ bjk sin y cjk 

Voor k-^ 00 ontstaat hieruit in verband met de stelling van 
no. 29, 1: 

abc 
sin a sin ^ ~ sin y* 

de sinusregel van de Euklidische trigonometrie. 

4. De eerste cosinusregel. Op grond van de 
eerste cosinusregel (no. 34, 2) hebben we: 

cosh cjk = cosh ajk cosh bjk — sinh ajk sinh bjk cos y. 

We gaan deze gelijkheid aldus omvormen: 

cosh cjk — 1 = cosh ajk — 1 + cosh bjk — 1 
— sinh ajk sinh bjk cos y + (cosh ajk — 1 ) (cosh bjk — 1 ) 

en deze weer tot: 

2 cosh cjk — 1 _ 2 cosh ajk — i , ^2 cosh bjk — 1 

^ {piky (pp 

, sinh sinh , , cosh a/A—1 , , , ,, 

- 1 ^”^’’ + “ (alky 

De stellingen der nummers (29, 6 ) en (29, 1) leren, dat voor 
k-^ 00 als limiet relatie voor de dag komt: 

^2 = — 2 ab cos 7 , 

de cosinusregel der Euklidische trigonometrie, welke voor 
y = ^71 overgaat in de stelling van Pythagoras. 
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5. De oppervlakte van de driehoek. We 
denken ons ABC gegeven met de geassocieerde vierhoek 
van Saccheri (fig. 12, 2). Deze wordt door de 

as verdeeld in twee congruente rechthoekige trapezoiden, 
(no. 12,7). In het bewijs van de stelling van no. 12, 10 is 
gevonden dat de scherpe hoek van een van die trapezoiden 
gelijk is aan \n — \ö, als d het defect voorstelt van de ge¬ 
geven driehoek. De tweede formule van no. 33, 2 leert ons: 

sin = cos /I BAA^ = tanh \c tanh AA^ 

Daarbij is met c de zijde AB van ABC aangeduid. Boven¬ 
dien hebben we de absolute eenheid van lengte aan de 
metingen ten grondslag gelegd. Gaan we over op een wille¬ 
keurige eenheid van lengte en noemen we de gereduceerde 
hoogte van de driehoek h', dan hebben we: 


sin = tanh \ cjk tanh h'jk. 


De oppervlakte van de driehoek is O = k^ö. Daarvoor kunnen 
we schrijven: 


O = 2k^ . sin |(5 = 
sin Jö 

Voor k-*cc gaat ó->0 


tanh ^ cjk tanh h'jk 
sin ld i cjk ¥jr~ • 
en we vinden voor de limiet van 


O het getal: 


ch' = I ch, 


want de hoogte h van A ABC is in het Euklidische grens¬ 
geval het dubbele van de gereduceerde hoogte. Daarmee 
hebben we de bekende formule van de oppervlakte van een 
driehoek in de Euklidische meetkunde teruggevonden. 

Met de aan de bovenstaande voorbeelden toegelichte 
methode kan men uit iedere formule der niet-Euklidische 
meetkunde een daarmee corresponderende formule der Eukli¬ 
dische meetkunde af leiden. Het zal nu wel geen moeite meer 
kosten om ook de formules voor de omtrek en de oppervlakte 
van de cirkel op deze wijze te behandelen. 



Literatuur 


R Ba 1 d u s, Nichteuklidische Geometrie, hyperbolische Geometrie 
der Ebene, Leipzig 1927. 

P. B a r b a r i n. La geometrie non euclidienne, 3me éd., Paris 1928. 

H. J. E. B e t h, Inleiding in de niet Euclidische meetkunde op 
historischen grondslag, Groningen 1929. 

R. B o n o 1 a. Die nichteuklidische Geometrie, historisch-kritische 
Darstellung ihrer Entwicklung, deutsch von H. Liebmann, 
3. Aufl., Leipzig 1921. 

H. S. C a r s 1 a w, The elements of non euclidean plane geometry 
and trigonometry, Londen 1916. 

H. S. M. Cox eter, Non-euclidean geometry, Toronto 1942. 

E. J. D ij k s t e r h u i s, De Elementen van Euclides, 2 delen, 
Groningen 1929. 

G. F a n o, Geometria non euclidea, introduzione geometrica alla 
teoria della relativita, Bologna 1935. 

H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, 3. Aufl., Leipzig 
1923. 

A. Mac L e o d, Introduction a la géométrie non euclidienne. Paris 
1922. 

H. Mohrmann, Einführung in die nichteuklidische Geometrie, 
Leipzig 1930. 

F. Schilling, Projektive und nichteuklidische Geometrie, 2 Bde, 
Leipzig 1931. 

F. Schilling, Die Pseudosphare und die nichteuklidische Geo¬ 
metrie, Leipzig 1935. 

F. Schilling, Pseudospharische, hyperbolisch-spharische und 
elliptisch-spharische Geometrie, Leipzig 1937. 

M. S i m o n, Nichteuklidische Geometrie in elementarer Behandlung, 
Leipzig 1925. 

Hk. de Vries, De vierde dimensie, 2e druk, Groningen 1925. 

H. E. Wolfe, Introduction to non-euclidian geometry, New- 
York 1945. 

M. Zacharias, Das Parallelenproblem und seine Lösung, Leipzig 
1937. 





Register 


Aanpassing; — van de lengteme¬ 
ting, 197; — van de opper- 
vlaktemeting, 199. 

Aanschouwing, 33. 

Absolute eenheid van lengte, 7, 
27, 175. 

Accessorisch punt, 131. 

Additief, 56. 

Afstand; — van twee horicykels, 
172; — van twee hyperparalle- 
len, 45. 

Afstandskromme, 46. 

Algemene inzichten, 7. 

Amplitudo hyperbolicus, 163. 

As, 53, 86. 

Astronomische eenheid, 204. 

Asymptotische driehoek; enkel¬ 
voudig- —, 77; tweevoudig- 
—, 82; drievoudig-, 82. 

Asymptotisch naderen, 29. 

Axioma, 2. 

Basis; — van een driehoek, 50; — 
van een vierhoek van Sac- 
c h e r i, 40. 

Beltrami, E., 32. 

Benen van een vierhoek van 
Saccheri, 40. 

Beweging, 8; pseudo-, 138. 

Beweging*, 112. 

Bewijs, 2. 

Bimediaan, 51. 

Binnen een hypercykel, 46. 

B o 1 y a i, J., 31. 

Bo ly ai, W., 31. 

Buitenhoek; — van een enkelvou- 
dig-asymptotische driehoek, 
78; — van een trapezoid, 40; 
stelling van de —, 13, 40, 78. 

C a u c h y, A. L., 91. 

Centrale projectie, 118. 


Centrum van een inversie, 130 
Concentrische horicykels, 170. 
Conform, 117. 

Congruent*, 113. 

Congruent; pseudo- —, 140. 
Cosinus hyperbolicus, 158. 
Cosinusregel; eerste —, 190; 

tweede —, 191. 

Cotangens hyperbolicus, 158. 

Deductieve wetenschap, 3. 
Defect, 55, 61, 84. 

Definitie, 2. 

Distantie, 46. 

Drager, 9. 

Öriehoek; enkelvoudig-asympto 
tische —, 77; tweevoudig-a 

symptotische —, 82; drievou 
dig-asymptotische —, 82 

pseudo-, 138. 

Driehoek*, 110. 
Drievoudig-asymptotische drie¬ 
hoek, 82. 

Duale breuk, 60. 

156. 

Eindpunt, 9, 88. 

,,Elementen”, 5. 

Engel, F., 184. 

- Enkelvoudig-asymptotische drie 
hoek, 77. 

E u k 1 i d e s, 5. 

E u 1 e r , D., 154. 

Even functie, 159. 

Evidentie, 4. 

Experimentele methode, 1. 

Functionaalvergelijking, 173. 
Fundamentaalboog, 88. 
Fundamentaalsector, 202. 
Gauss, C. F., 31. 
Geassocieerd, 51. 



REGISTER 


211 


Gelijk, 49, 88. 

Gelijk*, 113. 

Gelijkgericht, 65. 

Gelijkstandig, 172. 

Gelijkvormig, 37. 

Gereduceerde hoogte, 51. 
g-logarithme, 155. 

Grenskromme, 85. 
Grensoppervlak, 105. 
Grondbegrip, 3. 

Grondstelling, 2. 

Grondtal, 155. 

Grootte van een hoek, 60. 

Half pseudo-vlak, 138. 

Half vlak*, 109. 

Halve pseudo-rechte, 138. 

Halve rechte, 9. 

Halve rechte*, 110. 

Hoek; — van twee snijdende 
rechten, 21;— tussen een rechte 
en een vlak, 97; — van twee 
snijdende vlakken, 94; — van 
een trapezoid, 38; — van een 
enkelvoudig-asymptotische 
driehoek, 77; — van een twee- 
voudig-asymptotische drie¬ 
hoek, 82; pseudo-, 138. 

Hoek*, HO. 

Hoogte; gereduceerde —, 51. 
Horicykel, 85. 

Horicykelboog, 88. 
Horicykelsector, 201. 

Horisfeer, 105. 

Horizon, 72. 

Horizonbeeld, 119. 
Hyperbolische; — amplitudo,! 63; 

— cosinus, 158;—cotangens 
158; — functies, 158; — lo- 
garithme, 148; —• sinus, 158; 

— tangens, 158. 
Hyperboolsector, 158. 
Hyperbooltrapezium, 144. 
Hypercykel, 46. 
Hypercykelsector, 202. 
Hyperparallel, 44, 93, 101. 
Hypotenusa, 51. 


Hy]>()tlu*s('n, 29. 

lnvt‘rs(‘ figuur, 132. 

Iuv(*rsi(‘, 130. 

InvH‘rsi(‘cirk(‘l, I 31. 

Invers punt, 130. 

Isometrisch, 127. 

Koorde van een hypercykel, 46. 

L a m b e r t, J. H., 30; vierhoek 
van —, 38. 

Legendre, .A, M., 18; eerste 
stelling van — 19; tweede stel¬ 
ling van —, 22. 

Lengte, 60; —van een boog, 194. 

Lengte*, 176. 

Lobatschewskij, N. I., 31; 
formule van — , f75. 

Logarithme; g - , 155; hyperbo¬ 

lische —, 148; natuurliike —, 
148. 

Loodrecht, 92, 96. 

Lijnsegment, 9. 

Macht met irrationale exponent, 
153. 

Macht van een inversie, 130. 

Middellijn; — van een horicykel, 
86; — van een horisfeer, 105. 

Middelpunt; — van een horicykel, 
86; — van een horisfeer, 105. 

Model, 115. 

Napier, J., 150. 

Natuurlijke logarithmen, 148. 

Niet-Euklidische meetkunde, 31. 

Nullijn, 46. 

Omgekeerde spiegeling*, 112. 

Onafhankelijk, 4. 

Oneindig ver punt, 70, 103. 

Oneven functie, 159. 

Oppervlakte; — van een drie¬ 
hoek, 59; — van een ^-hoek, 
61; — van een asymptotische 
driehoek, 84; — van een cir- 




212 


REGISTER 


kei, 199; — van een horicykel- 
sector, 201; — van een hyper- 
cykelsector, 202. 

Opstaande zijden van een drie¬ 
hoek, 50. 

Optellingstheorema’s, 166. 

Parallax, 204. 

Parallel; Euklidisch —, 15; niet- 
Euklidisch —, 64, 66, 67, 99, 
100 . 

Parallel*, 114. 

Paralleldistantie, 80. 

Parallelhoek, 80. 

TT, 19. 

P o i n c a r é, H., 142. 

Postulaat, 6. 

Product; — van spiegelingen*, 
112; — van pseudo-vSpiegelin- 
gen, 138. ^--fct; =*3 

Projectie; — van een punt op een 
rechte, 12; —van een oneindig 
ver punt op een rechte, 75; — 
van een oneindig ver punt op 
een vlak, 105; centrale —, 118. 

P r o k 1 o s, 27. 

Pseudo;-beweging, 138;-con¬ 
gruent, 140;-driehoek 138; 

—gelijk, 140; —hoek, 138; 
—punt, 137; —rechte, 137; 
halve-rechte, 138;-seg¬ 

ment, 138; —-spiegeling, 138; 
—^-vlak, 137; half—-vlak, 138. 

Punt*, 109. 

Pythagoras; stelling van —, 

181, 187. 

Raaklijn; — aan een hypercykel, 
47; — aan een horicykel, 87. 

Raakpunt, 47, 87. 

Raakvlak, 105. 

Rechte, 9; pseudo—, 137. 

Rechte*, 109. 

Rechthoekig trapezoid, 38. 

Ribbe, 115. 

R i c c a t i, V., 157. 


Saccheri, G., 28; vierhoek 
van —38. 

Segment (zie Lijnsegment); 
pseudo—, 138. 

Segment*, 110. 

Sinus hyperbolicus, 158. 

Sinusregel, 189. 

Som van twee veelhoeken, 49. 

Spiegeling*, 112. 

Standhoek, 95. 

Strijdig, 4. 

Tak van een hypercykel, 46. 

Tangens hyperbolicus, 158. 

Top; — van een driehoek, 50; —- 
van een horicykel, 86; — van 
een horisfeer, 105. 

Toplijn, 38. 

Transitiviteit van het parallelis- 
me, 17, 69, 99. 

Trapezoid, 38. 

Tweevlakshoek, 115. 

Tweevoudig-asymptotische drie¬ 
hoek, 82. 

Verdubbelingsformules, 167. 

Vergelijking van veelhoeken, 48. 

Verhouding; — van twee driehoe¬ 
ken, 58; — van twee horicykel- 
bogen, 170. 

Verlengde, 9. 

Vierhoek; — van L a m b e r t, 
38; — van Saccheri, 38. 

Voetlijn, 97. 

Voetpunten, 45. 

Volledigheid, 4. 

Wallis, J., 28. 

Wederkerigheid van het paralle- 
lisme, 68. 

Wetenschap; deductieve —, 3. 

Zijde: —n van een trapezoid, 38; 
opstaande —n van een driehoek, 
50; —n van een enkelvoudig- 
asymptotische driehoek, 77; 
—n van een tweevlakshoek, 115. 



REfeDS VERSCHENEN 


1. ®rof. Dr J. Tinbergen. _ 

Econometrie, 2e dnü^ 1942. Vm 
en 155 blz. 16 fig. Uitverkocht. 

2. Prof. Dr M. J. Sirks. 

De ontwikkeling der biologie. 
2e druk. 1947. VIII en 183 blz. 
24 fig. en 13 platen buiten tekst. 
ƒ 3,90. 

8. Prof. Mr C. Weststrate. 

De delging van hooge oorlogs» 
schulden. Door heffing ineens 
of uit jaarlijksche belastingen? 
1942. Vin en 116 blz. 
Uitverkocht. 

4. Dr G. J. van Gordt. 
Geslachtsverandering hij gewer¬ 
velde dieren. 1942. X en 134 blz. 
met 44 fig. waarvan 4 buiten 
tekst. Uitverkocht. 

5. Prof. Dr J. C. H. Gerretsen. 
Niet-Euklidische meetkunde. 2e 
druk 1949. XII en 212 blz. met 
132 fig. en 1 plaat buiten tekst. 
ƒ 4,25. 

6. Dr A. D. J. Meeuse. 

De inwendige struct uur van de 

hogere plant. 1942. Vm en 164 
blz. met 58 fig. waarvan 9 bui¬ 
ten tekst. Uitverkocht. 

7. Prof. Dr G. Krediet. 

Zoogdier-intersexualiteit. 2e on¬ 
gewijzigde druk. 1948. 136 blz, 
met 30 fig. ƒ 3,—. 

8. Dr P. H. van Cittert. 

Het microscoop. 2e druk 1947.117 
blz. met 59 fig. ƒ 2,45. 

9. Prof. Dr Th. Weevers. 

De alkaloïden en glukosiden der 
planten. 1943. 106 blz. met 14 
fig. waarvan 13 buiten tekst. 
Uitverkocht. 


10. Prof. Dr G. D. Funke. 

Experimenteele plantensociolo- 
gie. 1943. VIII en 224 blz. met 

17 fig. waarvan 16 buiten tekst. 
Uitverkocht. 

11. Dr S. W. Visser. 

Seismologie. 1943. Vil en 151 blz. 
met 45 fig. waarvan 7 buiten 
tekst. Uitverkocht. 

12. Prof. Dr Jan Smit. 
Microbiologie van den akker en 
der landbouwproducten. 3e druk 
1948. 96 blz. met 25 fig. waar¬ 
van 24 buiten tekst, ƒ 2,20. 

13. Dr W. K. H. Karstens. 
Plantaardige kleurstoffen. 1943, 
Vin en 232 blz. met 36 fig. Uit¬ 
verkocht. 

14. Prof. Ir J. H. Jager Gerlings. 
Boschbouw. 2e druk. 1948. X en 
158 blz. met 10 fig buiten tekst. 
ƒ 3,60. 

15. Prof. Dr D. F. de Beaufort. 
Zoögeographie. De verspreiding 
der dieren over de aarde. 1943. 
rv en 188 blz. met 24 fig. Uit- 
verkocht. 

16. Prof. Dr J. Kuyper. 

Onze kultuurgewassen. Hun ge^ 
schiedenis en hun betekenis voor 
den mens. 2o druk 1945. VI en 
222 blz. met 17 fig. waarvan 16 
buiten tekst. Uitverkocht. 

17. Ir P. Bakker Schut en Dr Ir F, 
Bakker Schut. 

Planologie, Van uitbreidingsplan 
over streekplan naar nationaal 
plan. 1944. VIII en 149 blz. met 

18 fig. waarvan 3 buiten tekst 
Uitverkocht. 



Ï^EDS VEÏ^C 
^OFINDEWET 



1; 18. Prof. Dr G. L. Flinke, 

f De formatieve invloed van het 

t licht op planten. 1944. 171 blz. 

r met 16 fig. in zwart en kleuren, 

waarvan 9 buiten tekst. Uitver- 
kocht. 

19. Dr H. J. Keuning. 

k De Nederlandsche zeescheep- 

[ vaart. 1944. IV en 98 blz. 11 fig. 

j; en 11 platen buiten tekst. Uit- 

f verkocht. 

i 20. Prof. Dr H. J. C. Tendeloo. 

^ Kolloidchemie. 2e druk. 1947. 156 

blz. met 64 fig. waarvan 7 bui- 
ten tekst, ƒ 3,55. 

21. Prof. Dr A. D. Fokker. 
Rekenkimdige bespiegeling der 

K muziek. 1945. 228 blz. ƒ 4,40. 

22. Dr J. A. Bierens de Haan. 
Instinct en intelligentie bij de 
dieren. 2e druk. 1947. 176 blz. 
met 20 fig. waarvan 1 buiten 
tekst, ƒ 3,90. 

28. Prof. Dr M. J. Sirks. 

Het geslachte Uitingen en oor¬ 
zaken. 1946. 176 blz. met 75‘fig., 
waarvan 49 buiten tekst, ƒ 4,—. 

24. Dr H. J. Keiming. 

De Histoiisch-Geographische land¬ 
schappen van Nederland. 1946. 
155 blz. met 1 fig. Uitverkocht. 

25. Prof. W. E. Boerman. 

Klimaat. Klimaattypen, klimaat- 
gebieden, bodemproductie, bevol¬ 
king. 1946. Vni en 244 blz. met 


34 fig., v/aarvan 2 buiten tekst. ' 

Uitverkocht. 

26. Dr Marie P. Lëhnis. \ 

Plantenvoeding. 1946. 82 blz. ’ 

ƒ 1,80. 

27. J. Nikerk. 

Vreemdelingenverkeer. 1946. X j 

en 294 blz. met 43 fig. en 2 uitsl. | 

tabellen, ƒ 6,90. j 

28. Dr N. Tinbergen. ] 

Inleiding tot de diersociologie. \ 

1946. VIÏI en 184 blz. met 78 fig. i 

en 2 pl. buiten den tekst, ƒ 4,35. ^ 

29. Prof. Dr H. Schornagel f. 

Algemeene Ziekteleer. 1947. 191 
blz. met 4 fig. waarvan 3 buiten 
tekst ƒ 4,35. 

30. Prof. Dr E. W. Beth. 
Natuurphilosophie 1948. 230 blz. 
met 8 fig. waarvan 2 buiten 
tekst, ƒ 4,75. 

31. Prof. Dr C. P. Raven. 
Ontwikkelingsphysiologie der 
dieren. 1948. 223 blz. met 64 fig. 
en 10 platen buiten tekst, ƒ 4,90. 

Dr H. J. Beth. 

Kinematica in het platte vlak. 

Dr W. Vervoort. ' 

Walvisvaart. 

Prof. Dr S. C. van Veen. 
Passermeetkunde. ] 

Dr Hl de Vries. 1 

Kemphysica. 


[ 

i- 

i; 

1 '^ 









